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Résumé

On établit un théorème de superposition presque optimal dans une large classe d’espaces de Besov, à savoir que to

appartenant localement àBs′,∞
p (R) et s’annulant en 0 opère par composition à gauche surB

s,q
p (Rn) ∩ L∞(Rn), si les paramètre

vérifient les conditionss′ > s > 1, s − [s] > 1/p et q ∈ [1,+∞]. Pour citer cet article : G. Bourdaud, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A composition property in the space Hs (II). We prove an almost sharp Superposition Theorem for a wide class of B

spaces. Indeed any function which belongs locally toB
s′,∞
p (R), and vanishes at 0, acts by left composition inB

s,q
p (Rn)∩L∞(Rn).

The conditions on the parameters are the following:s′ > s > 1, s − [s] > 1/p andq ∈ [1,+∞]. To cite this article: G. Bourdaud,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Dans la Note précédente de même titre [5], nous avons établi une propriété de composition dans les e
BesovB

s,q
p (R) d’ordre s supérieur à 1+ (1/p). Nous nous proposons d’exploiter ce résultat pour obtenir un c

fonctionnel presque optimal dans les espaces de Besov multidimensionnels.
Nous rappellerons d’abord le théorème obtenu en dimension 1, en le corrigeant sur un point mineur. Nou

ensuite le point sur les résultats acquis et sur les conjectures concernant le calcul fonctionnel. Enfin nous én
le théorème de composition en dimension supérieure.

Les notations sont celles de la note [5] ; sauf précision contraire on supposes > 0, p ∈ ]1,+∞[ et q ∈ [1,+∞].
Toutes les fonctions sont supposées à valeurs réelles.

1. La composition en dimension 1

Théorème 1.1. Si s,p etq satisfont les conditions

[s] � 1, 1/p < s − [s], p � q
(
s − [s] − (1/p) + 1

)
,
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alors, pour toutf ∈ B
s,q
p (R)loc s’annulant en0, et toutg ∈ B

s,q
p (R), on af ◦ g ∈ B

s,q
p (R).

En raisonnant par récurrence sur[s], on ramène aisément le Théorème 1.1 à l’énoncé suivant :

Proposition 1.2. Si s, p etq satisfont les conditions

1+ (1/p) < s < 2 et p � q
(
s − (1/p)

)
, (1)

il existec = c(s,p, q) > 0 tel que

‖f ◦ g‖B
s,q
p (R) � c‖f ′‖

B
s−1,q
p (R)

(
1+ ‖g‖B

s,q
p (R)

)s−(1/p)
, (2)

pour toute fonctionf s’annulant en0, et telle quef ′ ∈ B
s−1,q
p (R), et toute fonctiong ∈ B

s,q
p (R).

Remarque 1. Le théorème est essentiellement celui de la note précédente [5, Théorème 1.1]. Il en diffère s
points. Dans la première version, nous faisions surq une hypothèse un peu plus restrictive, à savoirq � p. En
revanche nous donnions une estimation plus précise def ◦ g en affirmant que l’inégalité (2) est vérifiée sous
seules hypothèses du Théorème 1.1, ce qui n’est pas prouvé pours > 2.

Pour établir la Proposition 1.2, on reprend intégralement la preuve donnée dans [5, par. 3]. On aboutit à l’es

‖f ◦ g‖B
s,q
p (R) � c‖f ′‖

B
s−1,q
p (R)

(‖g‖s−(1/p)

B
1+(1/r),1
r (R)

+ ‖g‖B
s,q
p (R)

)
, (3)

où r := min(q/p,1)(sp − 1). Or la condition (1) implique le plongement de SobolevB
s,q
p (R) ↪→ B

1+1/r,1
r (R).

2. Le calcul fonctionnel dans les espaces de Besov

Le problème du calcul fonctionnel dans l’espaceB
s,q
p (Rn) a pour objet la caractérisation des fonctionsf : R → R

telles que l’opérateurTf (g) := f ◦ g envoieB
s,q
p (Rn) dans lui-même. À ce jour le calcul fonctionnel est entièrem

élucidé dans les trois cas suivants :

0 < s < 1, (4)

1+ (1/p) < s < n/p, ou : 1+ (1/p) = s < n/p etq > 1, (5)

p = ∞ et
(
s �= 1 ou: s = 1 etq ∈ {1,∞}). (6)

Sous la condition (4), il est bien connu que les fonctions lipschitziennes opèrent et que cette condition est e
nécessaire [4]. Sous la condition (5), seules les fonctions linéaires opèrent [1,3,9]. Enfin le casp = ∞ a fait l’objet
d’un travail en collaboration avec Massimo Lanza de Cristoforis [6]. L’existence du cas de trivialité (5) con
considérer également le problèmerestreint, où l’on recherche les fonctions qui opèrent surB

s,q
p (Rn) ∩ L∞(Rn). On

sait en effet [9, Théorème 5.3.6/2, p. 336] que toute fonction de classeC∞ opère sur cet espace. Deux conjectu
paraissent devoir s’imposer :

Conjecture 1. Soits > 1+ (1/p) et soitf :R → R une fonction s’annulant en0. AlorsTf envoieBs,q
p (Rn)∩L∞(Rn)

dansBs,q
p (Rn) si et seulement sif ∈ B

s,q
p (R)loc.

Conjecture 2. Soit s = n/p > 1 + (1/p) et soitf :R → R une fonction s’annulant en0. Alors Tf envoieB
s,q
p (Rn)

dans lui-même si et seulement sif appartient àBs,q
p (R) localement uniformément.

Les conditions énoncées ci-dessus sont connues pour êtrenécessairesà l’opérance. C’est évidemment le cas p
la première conjecture ; pour la seconde, cela s’établit en adaptant au cas fractionnaire ce qu’on sait faire pou
de Sobolev critiqueWm,n/m(Rn), avecm entier, 2� m < n (voir [2]).

Dans le cas 1� s � 1 + (1/p), le calcul fonctionnel reste en partie mystérieux, y compris dans sa versio
treinte. La seule étude du casp = ∞ et s = 1 donne à penser que des conditions plus compliquées entrent
(voir [6, Théorème 2]).
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Le Théorème 1.1 constitue une preuve partielle de la première conjecture. Notons qu’on peut l’établir auss
cass − [s] � 1/p, ainsi que dans les espaces de Lizorkin–Triebel, au prix de certaines restrictions sur les pa
s, p, q [7]. C’est une version affaiblie de cette conjecture que nous établirons en dimension supérieure à 1
section suivante.

3. Le calcul fonctionnel en dimension n

Théorème 3.1. Si s, s′, p vérifient les conditionss′ > s > 1, 1/p < s − [s], alors, pour toute fonctionf telle que

f (0) = 0 etf ∈ B
s′,∞
p (R)loc et toutg ∈ B

s,q
p (Rn) ∩ L∞(Rn), on af ◦ g ∈ B

s,q
p (Rn).

Comme celle du Théorème 1.1, la preuve du Théorème 3.1 se ramène à un énoncé plus précis :

Proposition 3.2. Si s, s′, p vérifient la condition1+ (1/p) < s < s′ < 2, on a

‖f ◦ g‖B
s,q
p (Rn) � c‖f ′‖

B
s′−1,∞
p (R)

(
1+ ‖g‖∞

)(s′−1−(1/p))s/s′‖g‖B
s,q
p (Rn), (7)

pour toute fonctionf telle quef ′ ∈ B
s′−1,∞
p (R) etf (0) = 0, et toute fonctiong ∈ B

s,q
p (Rn) ∩ L∞(Rn).

Dans un premier temps, on se place en dimension 1 et onaméliorel’estimation (2) en faisant en sorte que la no
linéarité du second membre se concentre sur la normeL∞ deg. Cette opération a un coût : on doit supposer qug

appartient à un espace de Besov plus petit, à savoirB
s,θ
p (R), pour un certainθ < 1.

Lemme 3.3. Si 1+ (1/p) < s < 2 et θ := p
sp−1 , il existe une constantec = c(s,p) > 0 telle que

‖f ◦ g‖B
s,∞
p (R) � c‖f ′‖

B
s−1,∞
p (R)

(
1+ ‖g‖∞

)s−1−(1/p)‖g‖
B

s,θ
p (R)

, (8)

pour toutg ∈ B
s,θ
p (R), et pour toute fonctionf telle quef (0) = 0 etf ′ ∈ B

s−1,∞
p (R).

Pour établir le Lemme 3.3, on combine l’estimation (3) avec l’inégalité de Gagliardo–Nirenberg

‖g‖
B

θs,1
sp−1(R)

� c‖g‖θ

B
s,θ
p (R)

‖g‖1−θ∞ (9)

(voir [9, Théorème 2.2.5, p. 38]).

Lemme 3.4. Sous les hypothèses du lemme précédent, il existe une constantec = c(s,p,n) > 0 telle que

‖f ◦ g‖B
s,∞
p (Rn) � c‖f ′‖

B
s−1,∞
p (R)

(
1+ ‖g‖∞

)s−1−(1/p)‖g‖
B

s,θ
p (Rn)

, (10)

pour toutg ∈ B
s,θ
p (Rn) ∩ L∞(Rn), et toute fonctionf telle quef (0) = 0 etf ′ ∈ B

s−1,∞
p (R).

Démonstration du Lemme 3.4. Suivant une caractérisation classique deB
s,∞
p (Rn) pour 0< s < 2, il suffit de prou-

ver que

sup
0<t�1

t−s

( ∫
Rn

∣∣Stej
(f ◦ g)(x)

∣∣p dx

)1/p

(11)

peut être estimé par le second membre de l’inégalité (10), pourj = 1, . . . , n. Ici on note (e1, . . . , en) la base
canonique deRn, et on poseShf (x) := f (x + h) + f (x − h) − 2f (x), pour tousx,h ∈ R

n. Fixons j et, pour
x′ := (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn), définissons la fonctiongx′ par

gx′(y) := g(x1, . . . , xj−1, y, xj+1, . . . , xn), ∀y ∈ R.

En combinant le Lemme 3.3 avec le théorème de Fubini, on voit que l’expression (11) est estimée par

‖f ′‖
B

s−1,∞
p (R)

(
1+ ‖g‖∞

)s−1−(1/p)
( ∫

n−1

‖gx′ ‖p

B
s,θ
p (R)

dx′
)1/p

.

R
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Grâce à l’inégalité de Minkowski, il vient alors

( ∫

Rn−1

‖gx′ ‖p

B
s,θ
p (R)

dx′
)1/p

�
( 1∫

0

dt

t1+sθ

( ∫
Rn

∣∣Stej
g(x)

∣∣p dx

)θ/p)1/θ

+ ‖g‖p � ‖g‖
B

s,θ
p (Rn)

.

Sous les hypothèses de la Proposition 3.2, on a

‖f ◦ g‖
B

s′,∞
p (Rn)

� c‖f ′‖
B

s′−1,∞
p (R)

(
1+ ‖g‖∞

)s′−1−(1/p)‖g‖
B

s′,θ
p (Rn)

,

pour toutg ∈ B
s′,θ
p (Rn) ∩ L∞(Rn) (où θ := p(s′p − 1)−1) et

‖f ◦ g1 − f ◦ g2‖Lp(Rn) � ‖f ′‖∞‖g1 − g2‖Lp(Rn), ∀g1, g2 ∈ Lp
(
R

n
)
.

Sachant queBs,q
p (Rn) = (Lp(Rn),Bs′,θ

p (Rn))s/s′,q , au sens de l’interpolation réelle à la Lions–Peetre, le théor
d’interpolation non-linéaire de Peetre [8] (voir aussi [9, Proposition 2.5.4/2, p. 88]) nous donne précisément l
tion (7). �
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