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Résumé

On établit un théoréme de superposition presque optimal dans une large classe d’espaces de Besov, a savoir que toute foncti
appartenant Iocalementlﬁi/’o"(R) et s'annulant en 0 opére par composition a gauché?él‘ir(R") N L% (R"), siles paramétres
vérifient les conditions” > s > 1, s — [s] > 1/p etq € [1, +oo]. Pour citer cet article: G. Bourdaud, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A composition property in the space H® (I1). We prove an almost sharp Superposition Theorem for a wide class of Besov
spaces. Indeed any function which belongs Iocallﬁj,b<>Q (R), and vanishes at 0, acts by left composition]?fnq (R™yN L (R™).
The conditions on the parameters are the followifigs s > 1,5 — [s] > 1/p andgq € [1, +o0]. To citethisarticle: G. Bourdaud,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Dans la Note précédente de méme titre [5], nous avons établi une propriété de composition dans les espaces
Besova,‘q(R) d’ordre s supérieur a & (1/p). Nous nous proposons d’exploiter ce résultat pour obtenir un calcul
fonctionnel presque optimal dans les espaces de Besov multidimensionnels.

Nous rappellerons d’abord le théoréme obtenu en dimension 1, en le corrigeant sur un point mineur. Nous feron:
ensuite le point sur les résultats acquis et sur les conjectures concernant le calcul fonctionnel. Enfin nous énonceror
le théoreme de composition en dimension supérieure.

Les notations sont celles de la note [5]; sauf précision contraire on suppofep € ]1, +ocof etq € [1, +o0].

Toutes les fonctions sont supposées a valeurs réelles.

1. Lacomposition en dimension 1
Théoréme 1.1. Sis, p etq satisfont les conditions

[51>1, lp<s—I[sl, p<q(s—Is1—(1/p)+1),
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alors, pour toutf € B, (R)joc S'annulant erp, et toutg € B, (R), onafoge By’ (R).
En raisonnant par récurrence $uf, on ramene aisément le Théoréme 1.1 a I'énoncé suivant :

Proposition 1.2. Sis, p etq satisfont les conditions

1+1/p)<s<2 et p<q(s—(1/p). 1)

il existec = c(s, p, q) > Otel que
—(1
1 0 8l < efl grvag (14 I8l ggoe) ™", ®)

pour toute fonctionf s’annulant er, et telle quef’ e B,S,_l"’(R), et toute fonctiory € B, (R).

Remarque 1. Le théoréme est essentiellement celui de la note précédente [5, Théoréme 1.1]. Il en différe sur deu;
points. Dans la premiere version, nous faisions gume hypothése un peu plus restrictive, a sayoj¥ p. En
revanche nous donnions une estimation plus précis¢ dg en affirmant que l'inégalité (2) est vérifiée sous les
seules hypothéses du Théoréme 1.1, ce qui n’est pas prouve pdur

Pour établir la Proposition 1.2, on reprend intégralement la preuve donnée dans [5, par. 3]. On aboutit a I'estimatio

-1
17 0 &ll gy < Sl pr-sa e, (11525 g + 8l g0 @), (3)

our :=min(g/p, 1)(sp — 1). Or la condition (1) implique le plongement de SoboRy/ (R) — B Y (R,

2. Lecalcul fonctionnel dans les espaces de Besov
Le probléme du calcul fonctionnel dans I’espdije" (R™) a pour objet la caractérisation des fonctighsR — R

telles que l'opérateur;(g) := f o g envoier,’q(R") dans lui-méme. A ce jour le calcul fonctionnel est entierement
élucidé dans les trois cas suivants :

O<s <1, 4)
1+1/p)<s<n/p, ou:1l4+(1/p)=s<n/petg>1, (5)
p=oco et (s#1 ou:s=1letq el o0}). (6)

Sous la condition (4), il est bien connu que les fonctions lipschitziennes opérent et que cette condition est en un sel
nécessaire [4]. Sous la condition (5), seules les fonctions linéaires opérent [1,3,9]. Enfiple-casa fait I'objet

d'un travail en collaboration avec Massimo Lanza de Cristoforis [6]. L'existence du cas de trivialité (5) conduit a
considérer également le problémastreint ou I'on recherche les fonctions qui operent aj'u‘f (R") N L*®°(R"). On

sait en effet [9, Théoréme 5.3.6/2, p. 336] que toute fonction de cté¥sepere sur cet espace. Deux conjectures
paraissent devoir s'imposer :

Conjecturel. Soits > 1+ (1/p) etsoitf :R — R une fonction s’annulant ed. Alors Ty envoier,’q(R") N L% (R™)
dansB,?(R") si et seulement sf € B, (R)ioc.

Conjecture 2. Soits =n/p > 1+ (1/p) et soit f :R — R une fonction s'annulant e@. Alors T, envoieB,? (R")
dans lui-méme si et seulementfsappartient aB,? (R) localement uniformément.

Les conditions énoncées ci-dessus sont connues pouréitessairea I'opérance. C'est évidemment le cas pour
la premiére conjecture ; pour la seconde, cela s’établit en adaptant au cas fractionnaire ce qu’on sait faire pour I'espa
de Sobolev critiquaV™ /™ (R"), avecm entier, 2< m < n (voir [2]).

Dans le cas K s <1+ (1/p), le calcul fonctionnel reste en partie mystérieux, y compris dans sa version res-
treinte. La seule étude du cas= oo ets = 1 donne a penser que des conditions plus compliquées entrent en jeu
(voir [6, Théoréme 2]).
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Le Théoréme 1.1 constitue une preuve partielle de la premiére conjecture. Notons qu’on peut I'établir aussi dans le
cass — [s] < 1/p, ainsi que dans les espaces de Lizorkin—Triebel, au prix de certaines restrictions sur les paramétres
s, p, q [7]. C'est une version affaiblie de cette conjecture que nous établirons en dimension supérieure a 1, dans |z
section suivante.

3. Lecalcul fonctionnel en dimension n

Théoreme 3.1. Sis, s/, p vérifient les conditions’ > s > 1, 1/p < s — [s], alors, pour toute fonctiory telle que
f(0)=0et f e B, R et toutg € By " (R") N L>®(R"), onaf oge By R").

Comme celle du Théoreme 1.1, la preuve du Théoréme 3.1 se ramene & un énoncé plus precis :

Proposition 3.2. Sis, s/, p vérifient la conditionl + (1/p) <s <s’' <2,0na

'=1-(1/p))s/s’

1 0 &l5y0eey < €llF v gy (14 g o) gl 5o gy ()

pour toute fonctiory telle quef’ € Bi,/_l’oo(R) et £ (0) =0, et toute fonctiory € Bf,“’(IR{") N L (R").

Dans un premier temps, on se place en dimension 1 et@Hiorel’estimation (2) en faisant en sorte que la non-
linéarité du second membre se concentre sur la ndiffiede g. Cette opération a un co(t : on doit supposer gue
appartient & un espace de Besov plus petit, & swfﬁ(ﬂ%), pour un certai® < 1.

Lemme3.3. Sil+(1/p) <s <2eth = Sp%l, il existe une constanie= c(s, p) > Otelle que

)s—l—(l/ﬁ)

1f 0 glgy @ < cllfl pyroogmy (1+lIgloc 181559 - (8)

pour toutg € B}'Q(R), et pour toute fonctiorf telle quef(0) =0et f' € B;_l’OO(R).

Pour établir le Lemme 3.3, on combine I'estimation (3) avec l'inégalité de Gagliardo—Nirenberg
6 1-6
(voir [9, Théoréme 2.2.5, p. 38)).

Lemme 3.4. Sous les hypothéses du lemme précédent, il existe une constante, p,n) > 0 telle que

)S—l—(l/[?)

I1f 0 8llggocany <l ll gt gy (14 l1gloo I8l 55y (10)

pour toutg € B}'Q(R”) N L (R"), et toute fonctiory telle quef(0) =0et f' € B;_1*°°(R).

Démonstration du Lemme 3.4. Suivant une caractérisation cIassiquij}é’o(R”) pour O< s < 2, il suffit de prou-
ver que

0<r<1

1/p
sup ( f |Ste; (f 0 8)()]” dx) (11)
Rn

peut étre estimé par le second membre de l'inégalité (10), podrl,...,n. Ici on note(es,...,e,) la base
canonique deaR”, et on poseS;, f(x):= f(x+h) + f(x —h) —2f(x), pour tousx, h € R". Fixons j et, pour
x't=(X1,...,Xj_1,Xj41, ..., Xp), définissons la fonctiop, par

gx(¥)i=g(x1, ..., Xj_1, ¥, Xj41,...,Xn), VyeR.
En combinant le Lemme 3.3 avec le théoréme de Fubini, on voit que I'expression (11) est estimée par

1
1F/ | st (1 llglloo) Y7 lgell?, s dx’ "
BN R) 00 B (R) ’
Rn—l



246 G. Bourdaud / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006) 243-246

Grace a l'inégalité de Minkowski, il vient alors

, N7 b NN
(/ngx/uB;ﬂ(R)dx) <([m(/|&e,g<x>| dx) > + 181l < g 535 -
R}’l

Rr-1 0
Sous les hypothéses de la Proposition 3.2, on a

)S’—l—(l/P)

/
170 &1y gy < S s gy (1 g oo 181 0 g

pour toutg € B5 Y (R") N L®(R™) (006 := p(s'p — 1)~1) et
I fogi— fogallLr@) <IIf llcligr— g2llLr@ny, V81,82 € LP(R").

Sachant queB,s;"(R”) = (LP(R"), B;"‘)(R”))s/sgq, au sens de l'interpolation réelle a la Lions—Peetre, le théoreme
d’interpolation non-linéaire de Peetre [8] (voir aussi [9, Proposition 2.5.4/2, p. 88]) hous donne précisément I'estima:
tion (7). O

Remerciements

La rédaction de cette note a bénéficié des remarques de Massimo Lanza de Cristoforis, Madani Moussai et Winfrie
Sickel. Qu'ils en soient ici remerciés.

Références

[1] G. Bourdaud, Sur les opérateurs pseudo-différentiels a coefficients peu réguliers, Thése, Univ. Paris-Sud, Orsay, 1983.

[2] G. Bourdaud, Le calcul fonctionnel dans les espaces de Sobolev, Invent. Math. 104 (1991) 435-446.

[3] G. Bourdaud, La trivialité du calcul fonctionnel dans I’esp&tﬁ/z(R"'), C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 314 (1992) 187-190.

[4] G. Bourdaud, Fonctions qui opérent sur les espaces de Besov et de Triebel, Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire 10 (1993) 413-422.

[5] G. Bourdaud, Une propriété de composition dans I'esgateC. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 221-224.

[6] G. Bourdaud, M. Lanza de Cristoforis, Functional calculus in Hélder—-Zygmund spaces, Trans. Amer. Math. Soc. 354 (2002) 4109-4129.

[7] G. Bourdaud, M. Moussai, W. Sickel, Towards sharp superposition theorems in Besov and Lizorkin—-Triebel spaces, en préparation.

[8] J. Peetre, Interpolation of Lipschitz operators and metric spaces, Mathematica (Cluj) 12 (1970) 1-20.

[9] T. Runst, W. Sickel, Sobolev Spaces of Fractional Order, Nemytskij Operators, and Nonlinear Partial Differential Equations, de Gruyter, Berlin
1996.



