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Résumé

Cette Note introduit la catégorie R&c) des matrices a récurrence sur un cdfp€eci permet de calculer certains déterminants
reliés a la suite de Thue—Mordeour citer cet article: R. Bacher, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The Thue—Morse sequence and the category Redle define the category RE@€) of recurrence matrices over a figtdand
use it to calculate determinants of Hankel matrices related to the Thue—Morse seJoeiteghisarticle: R. Bacher, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
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1. Introduction

La fonction de (Prouhet—)Thue—MorseN — N compte la somme des chiﬁrﬁzlj:O € 2/) = le:o e;j d’un
entier binairezlj=0 Ej2j e N (avecey, ..., ¢ € {0, 1}). Pourn > 1, soit H(n) la matrice de Hankel d’ordre avec
coefficients complexes; ; = iT6H) e {£1, +i}, 0< 5,1 < n, associés a la série génératriche o (1 + ixzk) =
Z;’l‘;oi’(")x”. Soit encoref : {1, 2,...} — {£1} la fonction du pliage régulier définie récursivement p&2") = 1,
neNetf(2"+a)=—f(2" —a) pour touta tel que 1< a < 2" (voir [2] pour plus d’informations sur Thue—Morse
et le pliage régulier, voir [1] pour des résultats apparentés).

Théoréme 1.1.0n a I'égalité
n

det(H(n +1)) =] [(1+if(k) e Zli] pourtoutn € N.
k=1

La preuve, qui consiste a calculer la décompositidh de H (2"), fait intervenir une curieuse algebre liée aux
suites automatiques, aux automates finis et aux groupes correspondants.
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On pourrait en fait montrer le développement en fraction continue de type Jacobi
1

o0

[Ta+i®) = 1
k=0 1— ugx — v1x2 1
1— — 2
U1X — U2x 1=
avecu, = (—1)"i, n > 0 et ou la suitev1, vy, ... est définie papy =1+, vo=1,v3=—i, va=1i, v5 =1, vg = —i,

vz=1etpoury,,n=2+a>8,0<a<?2, l > 3 récursivement par, =isia e {0,2-1+1= ”+2} v, =1 SI
a € {1,271 =1} etv, = v, autrement.

Des résultats similaires existent egalement pour les Sl,ﬂleﬂz, B2,... et y2,¥3,v4,... & valeurs dans
{0, £1, i, 1+ i} définies pap 2 ( B,x" = 7=F [ o1+ ix2 ) etd 2 gynx" = _)‘12 [Tito(1+ ixzk). Les déter-
minants des matrices de Hankel associées ne prennent que les véalethis

2. Les catégories K" et RedK)

Pour deux entiers naturejs, ¢ € N donnés, M ., désigne I'ensemble des paires de mgis W) de méme
longueur! = [(U) =1(W) avecU €{0,...,p—1}}, W e {0,...,q — 1}\. L'ensembleM , ., est donc simplement le
monoide libre engendré par Igpg paires de motss t),0<s < p,0<t < g delongueur 1 pour la loi de composition
U, W' ,wH=Uu',ww). Dorenavant/\/lpxq designe les paires de mots de longuedansM ., . PourK
un corps commutatif, fixé dans la suite, une fonctios K<« de M x4 dansK définit une suite de matrices de
tailles p! x ¢', I € N, car on peut interpréter les valeurs prises pasur I'ensemble flnl/\/lpxq comme coefficients
d’une matrice de taillp! x ¢’ dont les indices parcouremlpxq

Ceci suggére de définir jeroduit matriciel A - B € KMrxs de A € KMprxr et B e KMrxa de la maniére usuelle
en posant

(A-B)U.Wl= > A[U.VIB[V,.W]

pour I'évaluation ded - B en(U, W) € Mpxq

Dans la suiteK ™ désigne la catégorie dont chaque objet est un espace vettdfiel: et s'identifie & 'ensemble
KM des fonctions sur le monoide libret, ={0,...,q — 1} a g générateurs. Les morphismes Kgéax1 vers
KMpx1 sont les éléments de I'espace vectokéY!rxq.

Un élementS, T) € M, ., détermine une application linéairgS, T') € EndKMrxa) en faisant correspondre a
A € KMpxq |a fonctionp (S, T)A donnée patp(S, T)A)[U, W] = A[US, WT]. Le petit calcul

p(S, T)(p(S', T")A)U, W1 = p(S', T')AIUS, WT1= A[USS', TT'] = p(SS', TT') A[U, W]

montre qu'on obtient un morphisme de monoigesM ., — EndK™Mr=1) d'image le monoide de décalage
P(Mpxq)-

Définition 2.1. Un sous-espacel c KMrx¢ estrécursivement clos'il est invariant parp (M x4). La clbture ré-
cursive A"¢¢ d'un élémentA € KMbrxq est le plus petit sous-espace récursivement clos contehabe maniére
équivalente, A"° est également le sous-espace engendré par I'oploitd ,.,)A de A. La complexitéde A est la
cardinalitéz = dim(A™%) e NU {oco} d’une base del". Un élémentd € KMrxa de complexité finie dirtA"™°) < oo
est unamatrice a récurrence

On vérifie facilement que I'ensemble
ReGxq (K) = {A € KMrxa | dim(A"™°) < oo}
des matrices a récurrence est un espace vectoriel récursivement clos.

Proposition 2.2. Le produitA - B de deux matrices a récurrencee Reg,«(K), B € ReG «,(K) est une matrice a
récurrence.
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Démonstration. On choisit des générateuss, ..., A, et B1, ..., B, de A™C et B¢, Lidentité

r—1

(Ai - BHIUs, Wil1= " ((p(s,v)A;) - (p(v, 1) B;))IU, W],
v=0

(U, V) e Mpxq, (s,1) € M},Xq, montre que I'espace vectoriel engendré pardegroduitsA; - B, 1<i < a,

1< j < b, estrécursivement clos.O

Définition 2.3. La catégorie Re ) des matrices & récurrence est la sous-catégorie’den’ayant que des fléches
dans Reg,, (K). Les objets de R&K) sont les espaces Rga (K) desvecteurs a récurrence

Remarque 1.L'espace vectoriel Reg, (K) estun anneau pour le produit fonctionde8 [U, W] = A[U, W1B[U, W]
car le plongement «diagonal » #e"rx¢ dansK Mraxra préserve la complexité.
L'espace Reg,, (K) est aussi un anneau (non-commutatipgi> 1) pour le produit de convolution

(AxB)U, W]= > A[U1, W1]B[Ua2. Wa]
U, W)=(U1,W1)(U2,W2)

obtenu en identifiank Mrx¢ ~ KM@ avec I'anneau des séries formellesenvariables non-commutatives (ceci
résulte de l'identitéo (s, 1) (A * B) = (o (s, 1) A) (B[4, ¥]) + A % (p(s, ) B) pour(s,t) € M},Xq).

Un sous-espacd C Reg, x4 (K) récursivement clos est completement caracteérisé par I'actipri e, ;) sur.A
et par les évaluationd — A[#, #] en (@, ?) ngq pour A € A. Une matrice a récurrence de complexité: peut
donc se_décrire a l'aide devaleurs initiales(A1[@, 41, ..., A4, 9]) e K¢ (pourAp = A, ..., A, € ReG,y(K) une
base de1"C) et depg matr_ices de décalag(abusivement notéep)s, 1) € End(@j,_; KA,) définies pap(s, 1)A; =
> i1 p(s, )i jAx et décrivant I'action du monoide de décalage par rapport a ladgse. , A, de A™C. Par dualité,
une telleprésentation minimalpermet de calculer une évaluatidfU, W] de A = A1 € Reg,»,(K) en utilisant la
formule

Aqlsy-sp,t1e -1l A1[9, 9]

: = p(sn, tn)t - p(s1, tl)[ :
Aglsy---sp 11+ 1] Aql9, 9]

<n - N -
SoitA[/\/lffq] e KMrxa |a restriction ded € KMrxs A I'ensemble fmv\/lffq des mots de longueur au plus
dansM 4. PourA C KMpxa un espace vectoriel, la notatiot{ M 1 C K Mpxq désigne le sous-espace vectoriel

évident obtenu par la projectiofi— A[Mffq].

<n
pxq

Définition 2.4. Le niveau de saturatiom’'un espace vectoriell est le plus petit élémenV € N U co tel que la
projection naturelle4[M§XNq+l] — A[fo}\;] est un isomorphisme.

Proposition 2.5. Soit.A C Reg,,(K) un espace vectoriel récursivement clos de niveau de saturatioN finicc.

Alors A etA[Mfdi] sont isomorphes.

Idée de la démonstration. NotantK; C A le noyau de la projection évidenté — A[Mfiq], on a l'égalitéK y =
Kn+1 quiimpliqueK,, = Ky = {0} pourtoutn > N. O

La Proposition 2.5 permet de construire des présentations minimalés-d@ et A - B pour A, B des matrices a
récurrence convenables (données par des présentations minimales) en utilisant un nombre fini d'opérations dans d
espaces vectoriels de dimensions finies. Plus précisément, étant données dég bases.., A, etB1 =B, ..., By
de A™° et B"™C, le calcul du niveau de saturation de= Y KA; + > KB, permet de déterminer le sous-espace
A1+ B1"€C C et d’en donner une base. Pour le produit, on procéde similairementave®; ¢ C > KA; - B;.
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Remarque 2.L'algébre Reg ,(K) contient des éléments inversibles (pour le produit matriciel) #alifs=r mais
sans inverse dans Rgg,(K). Un exemple est la matrice a récurrence diagonale deéfinieApdr W] =1+ n si
U=W=s1---s5,n €N, etA[U, W] =0 sinon.

3. ldée de la démonstration du Théoréeme 1.1

On exhibe des éléments, U € Regy2 (oU L[M’2X2], U[M’2X2] sont respectivement une matrice triangulaire
unipotente inférieure et une matrice triangulaire supérieure) tels que le pfdddil - U € Regy2 est donné par
Hls1 S, 1 t,] = ]‘['}Zlisf'”f pourssi---sy, t1---1, € {0,1}". Une inspection des « coefficients diagonaux» de
U termine alors la preuve. (Pour le développement en fraction continue de Jacobi, on procéde de la méme fagon
calculant la matrice de Stieltjes associée.)

Plus précisément, on montre que la matitei-dessus admet la présentation miniméle= H, H», avec valeurs
initiales H1[@, ¥]1 = 1, Ho[@, ¥] =i et matrices de décalage

1 0 i .
p(o,O)z(o 0>, p(o,1>=p<1,0>=(1 1+i>» p<1’1>=(o o)'

De méme,L peut se décrire par rapport a la bdse= L, L, L3, L4 par la présentation minimale avec valeurs

initiales (L1, ..., Ly)[4, #] = (1,1, 1, 0) et les matrices de décalage
1 i 10 0 0 0O
0O 00O 0 0 0O
0 00O 01 0 1
0 —i =14+i —i 0O 0 0O
N —i 1 10 0 o0oO
pPLO=14 "9 o ol PED=11 1401
0O O 0 0 0 i 0 i

La matrice a récurrendé est le produit matriciel/ = D - L! avecL![V, W] = L[W, V] et D € Reg.2(C) diagonal.
Une présentation minimale d est donnée pab1 = D, D>, D3, (D1, D2, D3)[@, #]1 = (1, 1+1i, 1+1i) et les matrices
de décalage

1 00 0 0O 0 2 O
p(0,00=10 0 0], p0ODH=p10=|0 0 0), p@LDH=(1 1 1
011 0 0O 0 -2 0

Une inspection des coefficients determine la démonstration.

Remarque 3.Le résultat du Théoreme 1.1 semble également vrai pour les séries généfdffiges + ox ixzk) avec
00,01, ... € {1} arbitraires en remplacant la suite du pliage régulier par la suite d’'un pliage généralisé définie par
f@)=oetf@+a)=—f2" -a),1<a<2".
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