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Résumé

Nous considérons le probléme de I'estimation de la fonction de réparitidiune variable aléatoire (v.a.) positive & partir
de I'observation d’'une v.a. biaiséede fonction de répartitiodr,, = [ w(x) dG(x)/ry, olw est une fonction de poids inconnue.
En supposant de plus que I'échantillon issu de la fonction de réparfitioest censuré a droite, nous construisons un estimateur
G de la fonction de répartitio pour lequel on énonce un théoréme de consistance forte et de convergenc®daibtiter cet
article: A. Guilloux, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Abstract

Distribution estimation from biased data with unknown weighting function. We consider the problem of estimating the
cumulative distribution function (cdfly of a non-negative random variable (r.X)from the observation of a biased rkwith cdf
Fy = [ w(x)dG(x)/ 1y, wherew is an unknown weighting function. We assume moreover that the random sample with common
cdf Fy, is right-censored. We construct an estimagdior the cdfG and state its strong consistency and weak convergd@naite
thisarticle: A. Guilloux, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

1. Introduction

Considérons une population d’'individiig I, dans lagquelle on notg I'instant de naissance &f; la durée de vie
de l'individu ;. Soit G la fonction de répartition de la v.&. Supposons que I'on ne peut observer que les individus
vivants a un instam, fixé d’échantillonnage. L'individu peut donc entrer dans I'échantillonsi< g eto; + X; > 1o
(ce qui assure qu'il est né avaptet qu’il meurt aprés). On peut alors montrer que les v@aet Y, qui représentent,
respectivement, I'instant de naissance et la durée de vie pour les individus vivants a ligissantfrent d’un biais
de sélection. On a, en effet, pour taudts :

Plc<s, Y <t)=P(o <s, X <tlo <to,0 + X >10) #P(0 <5, X <1).
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Plus précisément, supposons que le processus pomctdl;_; 5,; (ou 8, est la masse de Dirac er), formé
a partir des instants de naissance dans la populdti@st poissonnien non-homogéne d’intengitéOn peut alors
montrer, voir en particulier Lund [8], que a pour fonction de répartitiofi,, donnée, pour tout> 0, par :

t
ol w(t) =/g0(t0—a)do, pour toutr > 0, Q)
0

t
Foy(t) = fgow(x) dG (x) ’
fo w(x)dG(x)
ety = f0°° w(x)dG(x) < co. La fonctionF,, est souvent appelée versibiaiséede la fonctionG et I'on dit alors
que la v.aX souffre d’'un biais de sélection.

Depuis Fisher [5], de nombreux auteurs ont étudié ce probléme, en particulier Patil et Rao [9], Gill et al. [6] et
Efromovitch [4]. Ces derniers ont fait I'hypotheése que la fonction de poidst connue. Notre but est ici de montrer
que, dans le modéle d’échantillonnage décrit ci-dessus, on peut se passer de cette hypothése. Dans ce cadre et da
cas ol la fonction de biais est inconnue, nous construisons un estimatede la fonction de répartitio a partir
d'un n-échantillon de couple&s, Y1), ..., (., Y,), ou les durées de ViE, ..., Y, sont censurées a droite par des
v.a. positivexy, ..., C,,. Nous énonc¢ons également un théoréme de consistance uniforme pour I'estithatede
convergence faible pour le processdAE((A} - G).

2. Description des observations et de la censure

Considérons maintenant la populatidrdes individus vivants a l'instang. Soit un individu;j de cette popula-
tion J, né eng; et de durée de ViE;. La v.a. positiveg — ¢; représente alors son age a l'instayt’échantillonnage
et peut donc étre appelée «temps de récurrence arriere». On peut montrer, toujours en supposant que le proces
n=2>,c; % €stpoissonnien non-homogéne d’intengitéue, pour toutz > 0O :

INIQ

1 _
P(to—c¢c<t)=Plg—0o <tlo <tg,0 + X >19) = — f @(to—5)G(s)ds. (2)
m

w

Ainsi la loi des v.ac etY, voir les Egs. (1) et (2), détermine de maniére unique les fonctibe$w. Ceci assure
I'identifiabilité du probléme proposé.

La durée de vie apreés I'échantillonnage de I'individast donnée par la v.a. positigg+ y; — o qui peut alors étre
nommeée «temps de récurrence avant». Comme les individus entrent dans I'échantillon awg,téragsnaturel de
supposer que seul le temps de récurrence avant peut étre censuré ou, de fagcon équivalente, qu’un individu ne peut
censuré qu’a partir du moment ou il est dans I'échantillon. On peut alors supposer que les durées de vie des individi
de la populatiory sont censurées a droite par une Cale fonction de répartitioii/ de telle sorte que I'on n'observe
pas des réalisations de la viamais de la v.aZ donnée par :

Z=tp—s+(c+Y—1p)AnC

oux Ay estle minimum entre ety. On suppose également que I'indicatridgc + Y — 1o < C}) est observable, ol
I(A) estl'indicatrice de I'événement.

Ce modele de censure a été étudié par Winter et Foldes [11] et Asgharian et al. [3], notamment, et défendu viveme
par Asgharian [2]. Il faut noter ici que ces derniers auteurs ont étudié le cas particulier ou, dans I'expression de |
fonction de répartitionr,,, la fonction de poids est donnée pafr) = r pour toutr > 0, ce cas particulier est appelé
biais de longueurCeci correspond, dans notre formulation, a supposer que le progesstipoissonnien homogéne,
c'est-a-dire d'intensit@ constante.

3. Estimation delafonction derépartition

Comme décrit dans la partie précédente, nous travaillons maintenant awdiwidus vivants a l'instantg pour
lesquels on observe les triplets indépendants :

(gj,Zj,I({§j+Yj—t0§Cj})) pourj=1,...,n.
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On peut alors construire les procesa3fiset O définis, pour > 0, par :
n n
M@)=Y I({Y;<t.gj+Yj—t0<C;}) et 00 =) I({to—g;<t<Y;,Cj+io—g;>1t}).
j=1 j=1

Pour toutr > 0, lav.a.M (¢) donne, & chaque agele nombre d'individus de la populatiohmorts avant cet age Le
processug/ est donc un processus de comptage classique. L&yadonne le nombre d’individus dé ni morts,
ni censurés a l'age

On remarquera que la différence entre le processagfini plus haut et le processnembre-a-risquehabituel-
lement utilisé en statistique des durées de vie, réside dans la premiére indifgiice ¢; < ¢}) qui assure que
l'individu j est dans I'échantillon a 'age Une conséquence de la définition du procesgusst qu'il n'est pas
décroissant, comme l'est le processasbre a risque

A l'aide des processus/ et O, on peut construire un estimatedr, de type produit-limite, de la fonction de
répartitionG, défini, pour tout > 0, par :

Gty=1-TU ;«.(1—1({0(s) > 0}) dM (5)/ O(5)),
ou JT estle produit-intégral et est défini, polirfonction cadlag a variations localement bornées, par :

T st oxe) = im o I (X0 - x-p)
b 1<i<n

ouO0=ug<---<u; <---<u, =t estune partition de I'intervallg, 7], cf. Andersen et al. [1] pour plus de détails.
Comme le processu@ n'est pas décroissant, on peut avoir pourrs 0 dM (1) = 1 (une mort observée en)

et O(r1) = 1. Dans ce cas, I'estimateGr vaut 0 pour tous les> r1. Pour palier ce probléme, nous introduisons, en

suivant Winter et Foldes [11], I'estimateGr, défini pour toutr > 0 par :

~ _ T({O(s) >0 dM(s)
G,,(t)—l—j-[sgt(l— OET) ) 3)

ouU (68,),>1 €st une suite d’entiers positifs qui verifie [im. n6, = 0. Cet estimateur explicite a été introduit par
Winter et Foldes [11] dans le cas du biais de longueur et d’'une censure déterministe. Asgharian et al. [3] ont considéré
toujours dans le cas du biais de longueur, un estimateur non explicite de la fonction de répartition.

On montre que, parmi les individus vivantgaon a, pour tout > 0 :

t

r x
E(M(t))=i(/w(x)dG(x)—//w(x—c)dH(c)dG(x)) et
0 00

Mw

t

((1 —GO)w) — (1-G®0) / w(t —¢) dH(c)).
0

E(0()) = —

Hw

Ce résultat et le fait que le processus— [ O(x)dG(x)/(1 — G(x)) est une martingale locale de carré intégrable
permet de montrer le théoréme suivant. On utilise alors, principalement, I'inégalité de Lenglart [7] pour montrer la
consistance uniforme et le théoreme de la limite centrale pour les martingales de Rebolledo pour la convergenc
faible [10].

Théoréme 3.1. Notonsr = sugz > 0, (1—G(¢))(1— H(¢)) > 0}, on montre la convergence, pour taut< 7, quand
n tend vers l'infini:

~ P
sup|G, (1) — G(t)| — 0.
1<t/
De plus, pour tout’” < 7, on montre la convergence faible suivante dans I'esfiai& '] des fonctions cadlag sur
[0, 7']:

V(G —G) L,
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ol L est un processus gaussien centré de fonction de variance donnée, pour tpat[0, t']2, par :

SNt

o ~ Hy dG (x)
(L©). L) =(1-G®)(1 G(’))Of(l_c(x)

2(wx) — [ wx —c)dH ()

On remarque que la variance limite du proces&’ﬁsa — G) est proche de celle du processus classique de Kaplan—
Meier, si ce n'est qu’ici on obtiem;l(w(x) — fg w(x —c)dH(c)) au lieu de 1- H (x).
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