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Résumé

Dans cette Note, nous étudions des équations aux dérivées partielles non linéaires du type de Fuchs au sens de
Goulaouic [M.S. Baouendi, C. Goulaouic, Cauchy problems with caracteristic initial hypersurface, Comm. Pure Appl. M
(1973) 455–475 ; M.S. Baouendi, C. Goulaouic, Singular nonlinear Cauchy problems, J. Differential Equations 22 (1976) 2
dans des espaces de fonctions suffisamment différentiables par rapport à la variable fuchsienne et dans des espaces d
rapport aux autres variables. Les méthodes utilisées reposent sur le formalisme des séries formelles Gevrey adapté au
du type de Fuchs. On obtient ainsi des théorèmes qui généralisent ceux de Baouendi–Goulaouic concernant le cas
Rappelons que l’un d’entre nous [P. Pongérard, Sur une classe d’équations de Fuchs non linéaires, J. Math. Sci. U
7 (2000) 423–448] a déjà étudié des équations de Fuchs non linéaires à plusieurs variables fuchsiennes dans des
fonctions holomorphes par rapport à ces variables fuchsiennes et de classe de Gevrey par rapport aux autres variablesPour citer
cet article : P. Pongérard, C. Wagschal, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Nonlinear Fuchsian operators. In this Note, we study nonlinear partial differential equations of Fuchs type in spaces of
tions sufficiently differentiable with respect to the Fuchsian variable and in Gevrey spaces with respect the other varia
results are a generalization of those of Baouendi–Goulaouic obtained in the analytic case.To cite this article: P. Pongérard,
C. Wagschal, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Notations et résultats

Considérons un intervalleI ⊂ R d’intérieur non vide et un ouvertΩ de R
n ; on noterax = (x1, . . . , xn) les co-

ordonnées d’un pointx ∈ R
n et Dα la dérivation enx d’ordre α ∈ N

n. Étant donné un entier 0� k � ∞ et un
espace de BanachE, on noteCk,∞(I × Ω;E) l’espace vectoriel des fonctionsu : I × Ω → E admettant pour tou
0 � l � k [lorsquek = ∞, on convient que ceci signifie pour toutl] et toutα ∈ Nn des dérivées partielles continu
Dl

tD
αu : I × Ω → E.

Étant donné un nombre réeld � 1, on note Gk,d(I × Ω;E) le sous-espace constitué des foncti
u ∈ Ck,∞(I × Ω;E) telles que, pour tout compactK ⊂ I et tout 0� l � k, il existe une constantecK,l � 0 telle
que
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s

poids

e

sup
(t,x)∈K×Ω

∥∥Dl
tD

αu(t, x)
∥∥ � c

|α|+1
K,l |α|!d pour tout 0� l � k et toutα ∈ N

n.

Pour simplifier les notations, étant donné un réelr > 0 et des entiers 0� h � k � ∞, nous noteron
G

k,d
h (]0, r] × Ω;E) l’espace vectoriel desu ∈ Gk,d(]0, r] × Ω;E) tels que

(tDt )
lu ∈ G0,d

([0, r] × Ω;E)
pour tout 0� l � h,

ceci signifiant que la fonction(tDt )
lu, bien définie sur]0, r] × Ω , se prolonge par continuité à[0, r] × Ω en une

fonction appartenant à l’espaceG0,d ([0, r] × Ω;E).

Remarque 1. L’espace des fonctions appartenant à l’espaceG0,d (I × Ω;E) et indépendantes det sera noté
Gd(Ω;E). LorsqueE = R, les espaces précédents seront notés simplementCk,∞(I × Ω), Gk,d(I × Ω), etc.

On considère une équation non linéaire de la forme
m∑

l=0

al(x)(tDt )
lu(t, x) = f

(
t, x,DΛu(t, x)

)
(1)

oùal ∈ Gd(Ω), am = 1, s > 0 et

Λ = {
(l, α) ∈ N × N

n ; l + d |α| � m et 0� l < m
}
, DΛu = (

t l+1Dl
tD

αu
)
(l,α)∈Λ

,

on se donne d’autre part un voisinage ouvert convexeΩ ′ de l’origine de l’espaceRn′
où n′ = CardΛ et une fonction

f : [0, s] × Ω × Ω ′ → R appartenant à l’espaceG0,d ([0, s] × (Ω × Ω ′)).
Il s’agit d’une équation du type de Fuchs de poids nul selon la terminologie de [1] ; une équation de

0� p � m se ramène très simplement à une équation de poids nul.
Introduisons le polynôme de degrém, P(x,λ) = ∑m

l=0 al(x)λl et l’opérateurP ≡ P(x, tDt ), dite partie fuchsienn
de l’opérateur (1) qui s’écrit alors

P(x, tDt )u(t, x) = f
(
t, x,DΛu(t, x)

)
.

Nous noteronsZ(x), x ∈ Ω , l’ensemble des zéros du polynômeP(x,•).
On a alors les théorèmes suivants :

Théorème 1.1. On suppose qu’il existe une partie compacteK du demi-plan�e λ < 0 telle que

Z(x) ⊂ K pour toutx ∈ Ω. (2)

1. Alors, il existe0< r � s tel que l’équation(1) admette une unique solutionu ∈ G
m,d
m (]0, r] × Ω).

2. En outre, étant donné un entierh ∈ N ∪ {∞}, si f ∈ Gh,d([0, r] × Ω × Ω ′), on a

u ∈ G
m+h,d
m+h

(]0, r] × Ω
)

(3)

et

(tDt )
ju ∈ Gh,d

([0, r] × Ω
)

pour0� j � m. (4)

Théorème 1.2. 1. Soienth, k ∈ N des entiers tels quek � h. On suppose qu’il existe une partie compacteK du
demi-plan�e λ < k telle que

K ∩ N = ∅ et Z(x) ⊂ K pour toutx ∈ Ω. (5)

On suppose en outref ∈ Gh,d([0, s] × Ω × R
n′

).
Alors, il existe0< r � s tel que l’équation(1) admette une unique solution

u ∈ G
m+h,d
m+h−k

(]0, r] × Ω
)

telle que(tDt )
ju ∈ Gh,d

([0, r] × Ω
)

pour0� j � m. (6)

2. S’il existe une partie compacteK deC telle que(2) soit vérifié et sif ∈ G∞,d ([0, s] × Ω × Rn′
), l’équation(1)

admet une unique solutionu ∈ G∞,d ([0, r] × Ω).
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e la façon

i

2. Séries formelles Gevrey

Le formalisme des séries formelles Gevrey développé dans [3] permet de définir des algèbres de Banach d
suivante. Étant donné une série formelle

Φ(t, ξ) =
∞∑

k=0

ξk

k! Φk(t) (7)

où les fonctionsΦk : [0, r] → R+ sont continues et une fonctionu ∈ C0,∞([0, r] × Ω;E), on noteu � Φ la relation

∀t ∈ [0, r], ∀α ∈ N
n, sup

x∈Ω

∥∥Dαu(t, x)
∥∥ � Φ|α|(t).

On définit l’espace de Banach

C
0,∞
Φ

([0, r] × Ω;E) = {
u ∈ C0,∞([0, r] × Ω;E); (∃c � 0)(u � cΦ)

}
pour la norme‖u‖Φ = min{c � 0; u � cΦ}. A la série formelleΦ, on associe la série formelle

Φd(t, ξ) =
∞∑

k=0

ξk

k! k!d−1Φk(t).

SoientR > 0, ρ > 0 et un entierm � 1, nous utiliserons la série formelle

ΦR,ρ(t, ξ) =
∞∑

k=0

R(m−1)k(ρt)k
DmkϕR(ξ)

(mk)! (8)

oùϕR est la série entière(2.1) de [3],ϕR(ξ) = K−1 ∑∞
l=0

ξ l

Rl(l+1)2 , la constanteK > 0 étant telle queϕ2
R(ξ) � ϕR(ξ).

Cette série formelleΦR,ρ est bien de la forme (7) siρr < R. L’espace de BanachGd
R,ρ([0, r] × Ω;E) associé à la la

série formelleΦd
R,ρ est alors une algèbre de Banach dont la norme sera notée‖ • ‖R,ρ .

3. Démonstration des théorèmes

On étudie d’abord la partie fuchsienne de l’opérateur, c’est-à-dire l’équation

P(x, tDt )u(t, x) ≡
m∑

l=0

al(x)(tDt )
lu(t, x) = v(t, x). (9)

On écrit l’équation (9) sous la forme d’un système du premier ordre en posant

uj = (tDt )
ju et U = (u0, . . . , um−1),

soit

(tDt )U(t, x) = A(x) · U(t, x) + V (t, x) pour(t, x) ∈ ]0, r] × Ω (10)

où V = (0, . . . ,0, v) et A(x) ∈ L(Cm) est un endomorphisme dont le spectre estZ(x). Sous l’hypothèse (2), s
V ∈ G0,d ([0, r] × Ω; C

m), l’équation (10) admet d’après [2] une unique solution continue sur[0, r] et de classeC1

sur]0, r] donnée par la formule

U(t, x) =
1∫

0

σ−A(x) · V (σ t, x)
dσ

σ
(11)

oùσ−A(x) = e− lnσ A(x) ∈ L(Cm), σ > 0. On peut alors établir la

Proposition 3.1. Il existe R0 > 0 et une constantec � 0 telle que, pour 0 < R � R0, ρr < R et
V ∈ Gd ([0, r] × Ω;Cm), la solutionU de(10)appartient à l’espaceG1,d

(]0, r] × Ω;Cm) et
R,ρ 1
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(tDt )
lU(t, x) � c‖V ‖R,ρ

∞∑
k=0

R(m−1)k(ρt)k
(DmkϕR)d(ξ)

(k + 1)1−l (mk)! pour l = 0,1.

On en déduit que, pourv ∈ G0,d ([0, r]×Ω), l’équation (9) admet une unique solutionu ∈ G
m,d
0 (]0, r]×Ω), cette

solution appartient à l’espaceGm,d
m (]0, r] × Ω) et

Proposition 3.2. Il existeR0 > 0 et une constantec � 0 telle que pour0< R � R0, ρr < R etv ∈ Gd
R,ρ([0, r] × Ω),

la solutionu ∈ G
m,d
m (]0, r] × Ω) de(9) vérifie

(tDt )
lu(t, x) � c‖v‖R,ρ

∞∑
k=0

R(m−1)k(ρt)k
(DmkϕR)d(ξ)

(k + 1)m−l(mk)! pour0� l � m.

En ce qui concerne le Théorème 1.1, on poseu′ = P(x, tDt )u, soit u = P −1u′, l’Éq. (1) s’écrit u′ = T u′ où T

désigne l’opérateur

T :u′ �→ f
(
t, x,DΛ

(
P −1u′)(t, x)

)
.

Le Théorème 1.1 résulte alors du théorème du point fixe et de la

Proposition 3.3. Il existeR0 > 0, a0 > 0 et une fonctionc : ]0,R0] → R+ tels que, pour

0 < R � R0, a � a0, c(R)a � ρ, c(R) < ρ, 0< r � s et rρ < R,

l’application T est une contraction stricte de la boule ferméeB ′(0;a) de l’algèbre de BanachGd
R,ρ([0, r] × Ω).

Quant au Théorème 1.2, étant acquis pourk = 0, on raisonne par récurrence surk. On le suppose démontré po
k − 1 et touth � k − 1 et on montre que l’équation (1) admet une unique solution qui peut s’écrire

u(t, x) = u0(x) + tu1(t, x) (12)

oùu0 ∈ Gd(Ω) et

u1 ∈ G
m+h−1,d
m+h−k

(]0, r] × Ω
)

et (tDt )
ju1 ∈ Gh−1,d

([0, r] × Ω
)
, 0� j � m. (13)

En fait,u0 est donné par la formuleP(x,0)u0(x) = f (0, x,0) etu1 est la solution d’une équation de la forme

P1(x, tDt )u1(t, x) = g
(
t, x,DΛu1(t, x)

)
oùg ∈ Gh−1,d ([0, s] × Ω × R

n′
) etP1(x,λ) = P(x,λ + 1), formule qui permet d’utiliser l’hypothèse de récurren
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