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Résumé

Soit A une algébre simple centrale de degré 4 sur un cbrge caractéristique 2. La forme quadratique donnée par le
deuxieme coefficient du polynome caractéristique réduit s'écrit de facon uniqgue comme une somme (au sengdda]Witt)
g2 + qa, OU[1, 1] est la formex? + xy + y2 etgy (resp.qa) est une 2-forme de Pfister (resp. une 4-forme de Pfister). 4r=0
si et seulement A est cyclique, ey» = 0 si et seulement si.pA] = 0 dans Bc¢k). Pour citer cet article: J.-P. Tignol, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Abstract

The second trace form of a central simple algebra of degree 4 of characteristic 2. Let A be a central simple algebra of
degree 4 over a field of characteristic 2 and lety be the quadratic form oA given by the second coefficient of the reduced
characteristic polynomial. We show thatuniquely determines a 2-fold Pfister forga and a 4-fold Pfister forng, such that
qga =1, 11+ g2 + q4 in the Witt group ofk, where[1, 1] is the formx? +xy+ y2. The formgs; is the norm form of the quaternion
algebra Brauer-equivalent #®; A, andqgy is hyperbolic if and only ifA is cyclic. To cite this article: J.-P. Tignol, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
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1. Enoncédesrésultats

L'objectif de cette Note est de montrer comment les résultats de [7] peuvent étre adaptés au cas de la caractéri
tique 2.

Soit k un corps de caractéristique 2. Paurb € k, la forme quadratiquaxf + x1x2 + bx§ est notéda, b].
Pourai,...,a, € k*, la forme bilinéaireaix1y1 + - -+ + a,x,y, €st notéelay,...,a,). Les formes quadratiques
(L,a1) ® - ® (1, a,) ® [1, b] sont appelées: + 1)-formes de PfistefEn particulier, la forme norme d’'une algébre
de quaternions est une 2-forme de Pfister.
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Soit A une algébre simple centrale de degré 4 /subn notega : A — k la forme quadratique donnée par le
deuxieme coefficient du polynome caractéristique réduit,

Perd, (1) = 14 — Trda ()3 + ga(x)r? — - - .

D’aprés [4, Corollary 1], la forme 4 est non singuliere. Les 882 et 3 donnent les démonstrations des théorémes
suivants :

Théoréme 1. |l existe une2-forme de Pfisteg, et uned-forme de Pfistey, sur k telles que I'on aitg4 = [1, 1] +
g2 + g4 dans le groupe de Wi, (k). Ces conditions détermines etg4 de maniére unique. De plus,

(1) g2 estla forme norme de I'algébre de quaternions équivalente au sens de Brauey, &.
(2) g4 estun multiple de3, c’est-a-dire qu'il exister, rp € k* tels quegs = (1, r1) ® (1, r2) ® go.

Théoreme 2. La formeg, est hyperboliquéi.e. on ag4 = 0 dansW, (k)) si et seulement si I'algébre est cyclique,
c'est-a-dire si elle contient une-algebre étaleZ/47Z-galoisienne.

Il résulte de ces théoréemes qdeest cyclique si elle est d’exposant 2. C’est un cas particulier d'une propriété
générale, voir [1, Lemma 13, p. 109].

2. Démonstration du Théoreme 1

Supposons d’abord qué& contienne uné-algébre étal& /4Z-galoisienneE. Soite un automorphisme dg& qui
résulte de I'action d’'un générateur dg¢47Z. On peut alors trouver e A* tel que

A=EQEZ®E®E et zx=0(x)z pour toutx € E.
Soitz* =a € k* et soite € k 'invariant d’Arf de la restriction dej4 & E. D’aprés [4, Proposition 2],
ga = [ail, a] +1[1, el + [ail, ae] dansW, (k).

DansW, (k), on a[l, u] + [1,v] = [1,u + v] pouru,v € k et la~L, au]l = (a) ® [1, u]. Dés lors, on peut mettre le
résultat précédent sous la forme suivante :

ga= (@)L 1+ (1, a)lel=[1114+(La)[l,14+e] dansWw,(k).

On obtient donc une décomposition de la forme souhaitéeg@vedl, a)[1, 1+ ¢] etgs =0.

Considérons pour suivre le cas dun’est pas cyclique. Alorst est un corps, et d’aprés un théoreme d’Albert
[1, Theorem 11.9], l'algébrd contient un sous-corps commutatif maxinklqui est une extension galoisienne de
degré 4 dek, de groupe de Galois abélien élémentaire. Saent, et o3 les éléments non triviaux du groupe de
Galois deK /k. On pose pouy =1, 2, 3,

Kj={xe€A|xy=o0;(y)x pourtouty € K}.
Alors A = K @ K1 ® K2 @ K3, et cette décomposition est orthogonale pour la fogneOn désigne papo, ¢1,

@2, @3 les restrictions de4 a K, K1, K2, K3 respectivement, de sorte qyg = ¢o ® 91 D ¢2 © ¢3. D'apres [3,
Théoreme 3.5], on @g = [1, 1] dansW, (k), donc

ga=I[L114+ @1+ @2+ @3 dansW, (k). 1)
Lemme. Pourx € K1 ety € Ko, onaxy + yx € K3 etez(xy + yx) = p1(x)@2(y).

Démonstration. Il suffit de vérifier ces relations aprés extension des scalaires a une cloture sépaddie On
peut trouver un isomorphisnie A ®; ks — Ma(ky) tel qued (K ® k;) soit I'ensemble des matrices diagonales et

*

(K1 ®ks) = ; O(K2® ks) = O(K3®ks) =

* s
*

Un calcul matriciel établit le lemme.O



J.-P. Tignol / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006) 89-92 91

Ce lemme montre que les formes, ¢2, 93 de rang 4 « permettent la composition ». D'aprés [5, Theorem 2.10], il
existe une 2-forme de Pfisteret des éléments, r> € k* tels que

p1={(r1) o, p2=(r2) @ g, p3={(r1r2) @ ¢.
L'Eq. (1) prend alors la forme
ga =11+ (r1,r2,rir2) e = [L 1]+ + (L, r1) (1, r2)p  dansW, (k).

On obtient donc la décomposition souhaitée ayee ¢ etgas = (1,71) ® (1, r2) ® .

Pour établir I'unicité dey, etgs, considérons une décomposition arbitraife= [1, 1] + g2 + g4 dansW, (k), ot g
est la forme norme d’une algébre de quaterni@net ¢4 est une 4-forme de Pfister. D'aprés [6, Proposition 5, p. 116],
I'algebre de Clifford dey4 est équivalente au sens de Brauer a cellgxdelonc aussi @. Cela prouve I'unicité de la
forme g, donc aussi de4. Par ailleurs, Berhuy et Frings ont montré [4, Theorem 3] que I'algébre de Cliffogd de
est équivalente au sens de Brauer @; A, donc[Q] = 2[A] dans Brk).

3. Démonstration du Théoréme 2

Si A est cyclique, le début de la preuve du Théoréme 1 montregast hyperbolique. Il suffit donc de prouver la
réciproque. L'algebrel est cyclique si elle n’est pas un corps ; on peut donc supposet @geun corps et utiliser les
notations de la preuve du Théoréme 1g5est hyperbolique, alors toute sous-forme de dimension 9 est isotrope, donc
la formeg1 @ @2 représente 1. Saite K1 @ K> tel quega (x) = 1 et soity € K tel queosy(y) = o2(y) = y + 1, ce qui
entraingy? —y e k. Onaxyx 1= y+1 etx?yx 2 =y, doncx ¢ k(x?). Commeg, (x) = 1, le polynome minimal de
x surk estde laforme®*+12+a pour un certaim € k*. Pourz = x3+x+y,onaz?—z =a(x?+1)+y%—y € k(x?).

On peut dés lors définir ub-automorphisme d’ordre 4 dek(x2, z) en posant (x2) = x2 + 1 ett(z) = z + x2, ce
qui prouve que le sous-corpgx?, z) de A est une extension cyclique de degré 4de

4. Exemple

Une algebred pour laquellegs # 0 est nécessairement non cyclique et d’exposant 4. Lexemple ci-dessous est un
cas particulier de ceux construits par Amitsur et Saltman [2]. $@itn corps de degré et d’exposant 4 sur un corps
ko de caractéristique 2 et sdify un sous-corps maximal déy qui est une extension galoisienneigede groupe de
Galois abélien élémentaire. Soient et o> des automorphismes d€y/ ko qui engendrent le groupe de Galois. On
peut alors choisir dang; des éléments, z tels quez; £ = o;(£)z; pour toutl € Ko et pouri =1,2. Alorsily a
dansKOX des éléments, b1, b tels que

2271 =uz122, 25=b1, z3=by, cequientraine;(b;) =b; pouri =1,2.

Soientty, r» deux indéterminées sip. On posek = ko(r1, t2) et K = Ko(t1, t2), €t on étendr; etoz a K en fixant
1 etrp. Considérons l'algebrd; engendrée sur par K et par deux éléments, y2 soumis aux relations suivantes
pouri=1,2:

yit =0i(f)y; pourtoutl €K, y2=t, y2y1=y1y2.
L'algebre A, est un produit de deux algébres de quaternions qui, com@®y, k, contientk comme Sous-corps
commutatif maximal. Par conséquenp ®y, A1 est équivalente au sens de Brauer ak+adgeébre simple centralé
de degré 4, contenant augsicomme sous-corps commutatif maximal. D’apres [8, p. 422], I'algdbest engendrée
sur K par deux éléments;, x> soumis aux relations suivantes pout 1, 2 :

xi¢ =0;(£)x; pourtoutt € K, xiz =b;t;, X2X1 = UX1XD.

CommeA; ®; Az est déployée, on g A] = 2[Ag ®x, k] dans Brk), donc l'algebred est d’exposant 4 et la forme
g2 de A est une forme anisotrope définie sigr Avec les notations de la preuve du Théoréme 1, dfya= K x1,
K> = Kx2, K3 = K(x1x2 4+ x2x1). En posanty = b1 + 02(b1) € ko etca = ba + 01(b2) € ko, On aga(x1) = c111 et
ga(x2) = cotp. D'apres la preuve du Théoréme 1, on a

qa= {1, c1t1) ® (1, cat2) ® q2.

La formeg4 n'est pas hyperbolique puisqye est une forme anisotrope définie ggret quer; et sont des indéter-
minées sukg.
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