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Résumé

Soit A une algèbre simple centrale de degré 4 sur un corpsk de caractéristique 2. La forme quadratiqueqA donnée par le
deuxième coefficient du polynome caractéristique réduit s’écrit de façon unique comme une somme (au sens de Witt[1,1] +
q2 + q4, où [1,1] est la formex2 + xy + y2 etq2 (resp.q4) est une 2-forme de Pfister (resp. une 4-forme de Pfister). On aq4 = 0
si et seulement siA est cyclique, etq2 = 0 si et seulement si 2.[A] = 0 dans Br(k). Pour citer cet article : J.-P. Tignol, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The second trace form of a central simple algebra of degree 4 of characteristic 2. Let A be a central simple algebra
degree 4 over a fieldk of characteristic 2 and letqA be the quadratic form onA given by the second coefficient of the reduc
characteristic polynomial. We show thatA uniquely determines a 2-fold Pfister formq2 and a 4-fold Pfister formq4 such that
qA = [1,1]+ q2 + q4 in the Witt group ofk, where[1,1] is the formx2 + xy + y2. The formq2 is the norm form of the quaternio
algebra Brauer-equivalent toA ⊗k A, andq4 is hyperbolic if and only ifA is cyclic.To cite this article: J.-P. Tignol, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Énoncé des résultats

L’objectif de cette Note est de montrer comment les résultats de [7] peuvent être adaptés au cas de la c
tique 2.

Soit k un corps de caractéristique 2. Poura, b ∈ k, la forme quadratiqueax2
1 + x1x2 + bx2

2 est notée[a, b].
Pour a1, . . . , an ∈ k×, la forme bilinéairea1x1y1 + · · · + anxnyn est notée〈a1, . . . , an〉. Les formes quadratique
〈1, a1〉 ⊗ · · · ⊗ 〈1, an〉 ⊗ [1, b] sont appelées(n + 1)-formes de Pfister. En particulier, la forme norme d’une algèb
de quaternions est une 2-forme de Pfister.

Adresse e-mail :tignol@math.ucl.ac.be (J.-P. Tignol).
1 L’auteur est subventionné en partie par le FNRS et participe au réseau européen HPRN-CT-2002-00287, KTAGS.
1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2005.11.010
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Soit A une algèbre simple centrale de degré 4 surk. On noteqA :A → k la forme quadratique donnée par
deuxième coefficient du polynome caractéristique réduit,

Pcrdx(t) = t4 − TrdA(x)t3 + qA(x)t2 − · · · .
D’après [4, Corollary 1], la formeqA est non singulière. Les §§2 et 3 donnent les démonstrations des théo
suivants :

Théorème 1. Il existe une2-forme de Pfisterq2 et une4-forme de Pfisterq4 sur k telles que l’on aitqA = [1,1] +
q2 + q4 dans le groupe de WittWq(k). Ces conditions déterminentq2 etq4 de manière unique. De plus,

(1) q2 est la forme norme de l’algèbre de quaternions équivalente au sens de Brauer àA ⊗k A.
(2) q4 est un multiple deq2, c’est-à-dire qu’il exister1, r2 ∈ k× tels queq4 = 〈1, r1〉 ⊗ 〈1, r2〉 ⊗ q2.

Théorème 2. La formeq4 est hyperbolique(i.e. on aq4 = 0 dansWq(k)) si et seulement si l’algèbreA est cyclique
c’est-à-dire si elle contient unek-algèbre étaleZ/4Z-galoisienne.

Il résulte de ces théorèmes queA est cyclique si elle est d’exposant 2. C’est un cas particulier d’une prop
générale, voir [1, Lemma 13, p. 109].

2. Démonstration du Théorème 1

Supposons d’abord queA contienne unek-algèbre étaleZ/4Z-galoisienneE. Soitσ un automorphisme deE qui
résulte de l’action d’un générateur deZ/4Z. On peut alors trouverz ∈ A× tel que

A = E ⊕ Ez ⊕ Ez2 ⊕ Ez3 et zx = σ(x)z pour toutx ∈ E.

Soit z4 = a ∈ k× et soite ∈ k l’invariant d’Arf de la restriction deqA àE. D’après [4, Proposition 2],

qA = [
a−1, a

] + [1, e] + [
a−1, ae

]
dansWq(k).

DansWq(k), on a[1, u] + [1, v] = [1, u + v] pour u,v ∈ k et [a−1, au] = 〈a〉 ⊗ [1, u]. Dès lors, on peut mettre
résultat précédent sous la forme suivante :

qA = 〈a〉[1,1] + 〈1, a〉[1, e] = [1,1] + 〈1, a〉[1,1+ e] dansWq(k).

On obtient donc une décomposition de la forme souhaitée avecq2 = 〈1, a〉[1,1+ e] etq4 = 0.
Considérons pour suivre le cas oùA n’est pas cyclique. AlorsA est un corps, et d’après un théorème d’Alb

[1, Theorem 11.9], l’algèbreA contient un sous-corps commutatif maximalK qui est une extension galoisienne
degré 4 dek, de groupe de Galois abélien élémentaire. Soientσ1, σ2 et σ3 les éléments non triviaux du groupe
Galois deK/k. On pose pourj = 1,2,3,

Kj = {x ∈ A | xy = σj (y)x pour touty ∈ K}.
Alors A = K ⊕ K1 ⊕ K2 ⊕ K3, et cette décomposition est orthogonale pour la formeqA. On désigne parϕ0, ϕ1,
ϕ2, ϕ3 les restrictions deqA à K , K1, K2, K3 respectivement, de sorte queqA = ϕ0 ⊕ ϕ1 ⊕ ϕ2 ⊕ ϕ3. D’après [3,
Théorème 3.5], on aϕ0 = [1,1] dansWq(k), donc

qA = [1,1] + ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 dansWq(k). (1)

Lemme. Pourx ∈ K1 ety ∈ K2, on axy + yx ∈ K3 etϕ3(xy + yx) = ϕ1(x)ϕ2(y).

Démonstration. Il suffit de vérifier ces relations après extension des scalaires à une clôture séparableks de k. On
peut trouver un isomorphismeθ : A ⊗k ks → M4(ks) tel queθ(K ⊗ ks) soit l’ensemble des matrices diagonales e

θ(K1 ⊗ ks) =



∗∗
∗∗


 , θ(K2 ⊗ ks) =




∗ ∗
∗ ∗


 , θ(K3 ⊗ ks) =




∗∗
∗∗


 .

Un calcul matriciel établit le lemme.�
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Ce lemme montre que les formesϕ1, ϕ2, ϕ3 de rang 4 « permettent la composition ». D’après [5, Theorem 2.1
existe une 2-forme de Pfisterϕ et des élémentsr1, r2 ∈ k× tels que

ϕ1 = 〈r1〉 ⊗ ϕ, ϕ2 = 〈r2〉 ⊗ ϕ, ϕ3 = 〈r1r2〉 ⊗ ϕ.

L’Éq. (1) prend alors la forme

qA = [1,1] + 〈r1, r2, r1r2〉ϕ = [1,1] + ϕ + 〈1, r1〉〈1, r2〉ϕ dansWq(k).

On obtient donc la décomposition souhaitée avecq2 = ϕ etq4 = 〈1, r1〉 ⊗ 〈1, r2〉 ⊗ ϕ.
Pour établir l’unicité deq2 etq4, considérons une décomposition arbitraireqA = [1,1]+q2+q4 dansWq(k), oùq2

est la forme norme d’une algèbre de quaternionsQ etq4 est une 4-forme de Pfister. D’après [6, Proposition 5, p. 1
l’algèbre de Clifford deqA est équivalente au sens de Brauer à celle deq2, donc aussi àQ. Cela prouve l’unicité de la
formeq2, donc aussi deq4. Par ailleurs, Berhuy et Frings ont montré [4, Theorem 3] que l’algèbre de Clifford dqA

est équivalente au sens de Brauer àA ⊗k A, donc[Q] = 2[A] dans Br(k).

3. Démonstration du Théorème 2

Si A est cyclique, le début de la preuve du Théorème 1 montre queq4 est hyperbolique. Il suffit donc de prouver
réciproque. L’algèbreA est cyclique si elle n’est pas un corps ; on peut donc supposer queA est un corps et utiliser le
notations de la preuve du Théorème 1. Siq4 est hyperbolique, alors toute sous-forme de dimension 9 est isotrope
la formeϕ1 ⊕ϕ2 représente 1. Soitx ∈ K1 ⊕K2 tel queqA(x) = 1 et soity ∈ K tel queσ1(y) = σ2(y) = y +1, ce qui
entraîney2 −y ∈ k. On axyx−1 = y +1 etx2yx−2 = y, doncx /∈ k(x2). CommeqA(x) = 1, le polynome minimal de
x surk est de la formet4+ t2+a pour un certaina ∈ k×. Pourz = x3+x+y, on az2−z = a(x2+1)+y2−y ∈ k(x2).
On peut dès lors définir unk-automorphismeτ d’ordre 4 dek(x2, z) en posantτ(x2) = x2 + 1 etτ(z) = z + x2, ce
qui prouve que le sous-corpsk(x2, z) deA est une extension cyclique de degré 4 dek.

4. Exemple

Une algèbreA pour laquelleq4 �= 0 est nécessairement non cyclique et d’exposant 4. L’exemple ci-dessous
cas particulier de ceux construits par Amitsur et Saltman [2]. SoitA0 un corps de degré et d’exposant 4 sur un co
k0 de caractéristique 2 et soitK0 un sous-corps maximal deA0 qui est une extension galoisienne dek0 de groupe de
Galois abélien élémentaire. Soientσ1 et σ2 des automorphismes deK0/k0 qui engendrent le groupe de Galois. O
peut alors choisir dansA×

0 des élémentsz1, z2 tels quezi� = σi(�)zi pour tout� ∈ K0 et pouri = 1,2. Alors il y a
dansK×

0 des élémentsu, b1, b2 tels que

z2z1 = uz1z2, z2
1 = b1, z2

2 = b2, ce qui entraîneσi(bi) = bi pouri = 1,2.

Soientt1, t2 deux indéterminées surk0. On posek = k0(t1, t2) et K = K0(t1, t2), et on étendσ1 et σ2 à K en fixant
t1 et t2. Considérons l’algèbreA1 engendrée surk parK et par deux élémentsy1, y2 soumis aux relations suivant
pouri = 1, 2 :

yi� = σi(�)yi pour tout� ∈ K, y2
i = ti , y2y1 = y1y2.

L’algèbreA1 est un produit de deux algèbres de quaternions qui, commeA0 ⊗k0 k, contientK comme sous-corp
commutatif maximal. Par conséquent,A0 ⊗k0 A1 est équivalente au sens de Brauer à unek-algèbre simple centraleA
de degré 4, contenant aussiK comme sous-corps commutatif maximal. D’après [8, p. 422], l’algèbreA est engendré
surK par deux élémentsx1, x2 soumis aux relations suivantes pouri = 1,2 :

xi� = σi(�)xi pour tout� ∈ K, x2
i = biti , x2x1 = ux1x2.

CommeA1 ⊗k A1 est déployée, on a 2[A] = 2[A0 ⊗k0 k] dans Br(k), donc l’algèbreA est d’exposant 4 et la form
q2 de A est une forme anisotrope définie surk0. Avec les notations de la preuve du Théorème 1, on aK1 = Kx1,
K2 = Kx2, K3 = K(x1x2 + x2x1). En posantc1 = b1 + σ2(b1) ∈ k0 et c2 = b2 + σ1(b2) ∈ k0, on aqA(x1) = c1t1 et
qA(x2) = c2t2. D’après la preuve du Théorème 1, on a

q4 = 〈1, c1t1〉 ⊗ 〈1, c2t2〉 ⊗ q2.

La formeq4 n’est pas hyperbolique puisqueq2 est une forme anisotrope définie surk0 et quet1 et t2 sont des indéter
minées surk0.
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