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Résumé

On sait que la représentation métaplectique daf@) se décompose comme la somme de deux termes figurant 'un dans
la série discréte holomorphe du revétement d'ordre deux du gréupeSL(2, R), l'autre dans un prolongement de cette série.
Partant plut6t de la série complémentaire des représentations unitaires du revétement unigerelpdevient, pour tout nombre
réelv mod 2,v ¢ Z, & la construction d’une «analyse » nouvelle sur la droite réelle. Lespagei remplacel.2(R) est un espace
de fonctions se prolongeant en des fonctions entiéres. La notion d’intégrale sur la droite une fois convenablement modifiée, Ie
transformation de Fourier et la représentationanaplectique » se définissent sans difficulté, et se combinent de la fagon usuelle
avec la représentation d’Heisenberg ; les représentations considérées sont pseudo-unitaires par rapport a un méme produit scala
Les valeurs propres de I'oscillateur harmonique dans I'espgceonstituent la suite arithmétique+ % + Z. Pour citer cet
article: A. Unterberger, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Anaplectic analysison thereal line. The two irreducible summands of the metaplectic representatibAdR) occur for one in
the discrete series of the twofold cover of the gra@ug- SL(2, R), for the other in the continuation of this series. Starting instead
from the complementary series of the universal coveGpbne can associate with every real numbenod 2 a new ‘analysis’
on the real line. The spaé@$, that substitutes foL2(R) consists of functions extending as entire functions of one variable. Once
the proper notion of integral on the real line has been introduced, one easily defines a concept of Fourier transformation and a ne\
‘v-anaplectic’ representation: the latter combines in the usual way with the Heisenberg representation, and both representations a
pseudo-unitary with respect to som@ependent scalar product. The spectrum of the harmonic oscillator in theXp&cthe set
v+ % + Z. To citethis article: A. Unterberger, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

A function f on the real line will be said to beiceif it extends as an entire function gf C bounded byC g Rlzl?

for some choice of’, R, and byC1 e7¢x* for some choice of'1, ¢ > 0 whengz is a positive real number: note that
this condition is not invariant under the symmetry> —x. Letv € C, v ¢ Z, and consider the space 6f-valued
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functions f = (fo, f1, fi.0, fi,1) With the following properties: the components pfare nice functions, linked by the
equations

frotw) = " [e F D foin) 4 €04 fo—im)]

(2m)2

I'(=v)

1
2

fia) = (6% fuin) +€% fi(—in)].

(2m)

The spacel, is the image of the space of functions so characterized under thefmap:, where the even (resp.
odd) part ofu is the even part offy (resp. the odd part of1). We shall also refer tof as theC*-realization of
u: the Phragmén—Lindel6f theorem implies the uniquenesg,afivenu € 2,,. For instance, the function(x) =
(n|x|)%17%(nx2) liesin 2[7% since it is the even part of the entire functigmsuch thatfp(x) = (%)%K%(nxz) for
x> 0.

One should note that the spafig only depends om mod 2, though this is not true of the last two components
of the C*-realization ofu. The mapu — u;, u; (x) = u(ix), is an isomorphism fror(, onto2_,_1. The spacél,
is invariant under the Heisenberg representation, formally defined in the usual way. A salutorthe real line,

of the eigenvalue equatiohu = pu, with L = 7x? — L& iesin 2, if and only if it is even (resp. odd) and

4 dx2’
[EF+v+2Z (resp.u € —3 + v + 2Z).
The Q-transform ofu € 2, is the pair of functions of the real number initially assumed to be large:

o0

@ao@) = [ e ulve T)ax,

—0o0

i

(QM)]_(O'): /‘(1+i0‘)xe*7fﬂx2u(xe,7)dx.

If z=e"? with & > 0 and small, ang = 0 or 1, one may thus set

(Ku);(2) = |1—z|—%(Qu),-(i1J_“§>,

defining in this way the&C-transform ofu.

Theorem 0.1. Let u be an entire function of one variable, satisfying for some @aiR of positive constants the

estimatelu(z)l < c e RiZ? |t lies in the spacel, if and only if the two functionsu) ;(z), initially defined when
z=e€"% with 6 > 0 and small by the equations above, extend as analytic functions to the universal cover of the unit
circle, satisfying the quasi-periodicity condition

(Ku);(7%) = e—iﬂ(v-i-:—zL)(,Cu)j(e—i(9+271))_

One defines the (unusual) concept of integraRignin terms of theC*-realization ofu, by the equation

o0 l o0
Int[u]=ei?”(”+%)[2cosn—;/fo(x)dx+ lszn)z ffi,o(X)dX]-
(—v)
0 0

The linear form Int is invariant under real or complex translations, and makes it possible to defirartaplectic
Fourier transformation by the (almost usual) equation

(Foodt) () = Int[y = €720 (y)].

Theorem 0.2. Let N be eitherco or a positive integer such tha¥ (; + %1) € Z. There is a unique representation
Ana, of the N-fold coverG™ of G = SL(2, R) in the space), satisfying the following propertiefor everyu € 2,
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one hagwith a > 0 andc € R) (Anav((0 ,1))u)(x) —a 3u(a—1x) and (Ana,(( ))u)(x) = u(x) €7 Finally,

Ana, (exp% ( 1 0)) = e"”(”+?)7-';na Thev-anaplectic representation combines in the usual way with the Heisenberg
representation acting o#i,, i.e., the formulas linking the two representations are fully similar to the ones well-known
from the metaplectic case.

Theorem 0.3. Assume that € R\Z. The v-anaplectic representation and the Heisenberg representation are both
pseudo-unitary with respect to the non-degenerate pseudoscalar prodgtaefined in terms of th€*-realization
of u by the equation

' +1)

r (Iﬁol — | fial )} 1)

<u|u>=2%/[|fo|2+|f1|2+
0

Note that, depending whethere 1—1, O[ + 2Z or ]0, 1] + 2Z, the pseudoscalar product under consideration is
a positive-definite scalar product when restricted to the even, or odd, p@t: ahe corresponding part of the
anaplectic representation is then unitarily equivalent to a certain representation from Pukanszky’s list [2], made explicit
in the French part of this Note, which also contains a characterization of#imaplectic representation in terms of
the K-transforms.

Detailed proofs, and an analysis of thalimensional case on somewhat similar lines, will appear in a volume in
preparation [3].

1. Un espace de fonctions entiéres

Une fonction f sur la droite réelle sera didoucesi elle s’étend en une fonction entiére de C bornée par
C g Rl pour une certaine pair€, R de constantes positives, et ;ﬁ{e—”sxz pour un choix convenable dé;,
¢ > 0 lorsquez est un nombre réel positif : noter que cette condition n’est pas invariante par la symétrie —x.
Soitv € C, v ¢ Z, et considérons I'espace des fonctighs: ( fo, f1, fi.0, fi.1) possédant les propriétés suivantes : les
quatre composantes gesont des fonctions douces, liées par les équations

frotw) =~ Z[eF0HD folix) + €T Y fo(—im)],
(213
L(=v) _im . imv .

fialx) = [e72 filix)+e? fi(—ix)].

(271)%

Lespace|, est I'image de I'espace des fonctions que I'on vient de définir par I'applicgtien «, ol la partie paire
(resp. impaire) de est la partie paire d¢p (resp. la partie impaire d¢;). On désignera la fonctioff sous le nom
de C*-réalisation de : le théoréme de Phragmén—Lindel6f en montre I'unicité, pour une fongtiefl, donnée.

Par exemple, lorsque = —l on peut considérer la fonctianx) = (7r|x|)%17%(71x2), qui est la partie paire de la

fonction entiérefy telle que fo(x) = (;) 2 K% (mx?) pourx > 0.

L'espacel, ne dépend que de mod 2, bien qu'il n’en soit pas de méme des deux derniéres composantes de la
CA-réalisation de:. L'applicationu — u;, u;(x) = u(ix), est un isomorphisme d&, sur2_,_; (en particulier, un
automorphisme dé[i%). L'espace(, est invariant par la représentation d’ Heisenberg, formellement définie par les
formules habituelles. Une solution sur la droite réelle, de I'équatiabu = pu, avecL = 7x2 — ﬁ@' appartient
a2, si et seulement si est paire (resp. impaire) gte % +v+2Z (resp.u € —% +v +27).

La Q-transformée de € 2, est la paire de fonctions du nombre réeinitialement supposé grand, définie comme
suit :

o0
o2 _im
(Qu)o(o) = / €7 u(xe 7 )dr,

—00
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@ne) = [ @rioe ™ ulve T

Siz =€ avecd > 0 et petit, et sij = 0 or 1, on peut donc poser

_1 14z
(Ku)j(z) =11z 2(Qld),( Z>,
definissant ainsi |&-transformée da.
2. Lareprésentation anaplectique

Théoréme 2.1. Soitu une fonction entiére d’'une variable, satisfaisant pour une certaine gailR de constantes
positives l'négalitéu(z)| < C 7RIz, Elle appartient & 'espacél, si et seulement si les deux fonctiai®) ; (2),
initialement définies lorsque= e~ avect > 0 petit par les formules ci-dessus, s'étendent en des fonctions analy-
tiques sur le revétement universel du cercle-unité, satisfaisant la condition

(Ku);(e7) = e—in(v-i—%)(K:u)j (e7iO+2m),

On définit le concept d'intégrale sur I'espaitg, en termes de I1&4-réalisation der, par I'équation

oo l o0
Int[u]:e%(”+%)[2cosn—21)/fo(x)dx+ l£2n)2 /fi,o(X)dX]-
(—v)
0 0

La forme linéaire Int est invariante par les translations réelles ou complexes, et permet de définir la transformation ©
Fourierv-anaplectique par I'équation (presque usuelle)
(fe‘{ndt)(x) = Int[y > @ 2Ty u(y)].
On montre, pour toute fonctiane 2, les formules

(K(Fandt) )o(2) = €702 (Kuyo(€72),
(’C(fgndl))l(z) = eiﬂU(ICM)l(ei”z),

Theoréme 2.2. SupposonsV = oo, ou bien queN est un entier positif tel quev (5 + %) € Z. Il existe une re-
présentationAna, unique du revétemer@™) d'ordre N de G = SL(2, R) dans I'espacel, satisfaisant les pro-
priétés suivantes pour toute fonction: € 2, on a(aveca > 0 etc € R) (Anav((0 _1))u)(x) =a 2u(a Ix) et
(Anav((i f))u)(x) — u(x)dmer?, FmalementAnav(expz( 1 0)) e ’”‘”*2’]-‘" Les opérateurs de la représen-
tation v-anaplectique normalisent le groupe des opérateurs de la representanon d’Heisenberg agissént lssr
formules liant les deux représentations étant les mémes que dans le cas de la représentation métaplectique.

La représentatiom-anaplectique se définit globalement, de fagon commode, au moydﬁ -ttassformées des

fonctions de I'espacé@l,. Si g € GV) est au-dessus de la matriQ(zi}s) € G, posons(/6 ) =5(¢ b)S‘1 avec

S = 2‘%(%1'). Il existe un unique homomorphisme— [¢] du groupeG™®) dans le groupe des automorphismes

analytiques du revétemeEY) d’ordre N du cercle-unité, possédant la propriété suivante : pour toute fonction
ue,, ettoutze ¥ ona

“1.d0 \?
(KAnm(g)u)O(z)z([g ] ())4(16u)o([g1]<z)),

(K Anay(g)u), (2) = <[g_l] b >)4[ iB([e@) Y- dwa (e @):
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au second membre des deux équations figurent les dérivées de Radon—Nikodym de la transfiymatietative-
ment & la mesure invariante par rotationde").

Théoreme 2.3. Supposons € R\Z. La représentationv-anaplectique et la représentation d’Heisenberg sont
toutes deux pseudo-unitaires par rapport au produit « pseudoscalaire » non-dégénélie siéfini en termes de
la C*-réalisation dex par I'équation
o
Fwv+1)

(u | u) =2 /[|fo|2 +1AP+ m(m,oﬁ - |fl~,1|2)} . @)
0

Pour toutu € C, considérons, comme dans [1, Chapitre 8], la soluti¢n) = DM(Zn%x) de I'équationLu =
(n + %)u caractérisée par la conditioDM(Zn%x) ~ (Zn%x)ﬂ g—Tx° lorsquex — 4oc0. Notant (abusivement,,
la fonctionx +— DM(Zn%x), on introduit, pour toutj € Z, la fonction pairep’*2/ dont laC*-réalisation dans I'es-

pacel, est le vecteurD,7;, 0, (—1)-/1"(F"(J;—2j{;gl)D_U_2j_l, 0), et la fonction impairey+2/+1 associée au vecteur

(0, Dyy2j41,0, (=1)7 %D_U_zj_z). Toutes ces fonctions peuvent s’obtenir a partir de la fonettopar I'ac-
tion itérée des opérateurs donnés par les mémes formules que les opérateurs de création et d’annihilation habitue

mais dont le deuxiéme ne mérite plus ce nom dans la théorie anaplectique. On vérifie les formules
. . 1 . . 1

Celles-ci permettent d’identifier, pour toute valeunde R\Z, une « moitié »de la représentatioranaplectique a une
représentation extraite de la série not€¢) par Pukanszky [2], a savoir celle pour laquejle= 1—36 ett € [0, 1 est
caractérisé, lorsquee 1—1, O[ 4+ 2Z, par la conditionr = —%(u—i— %) mod 1, etlorsque € 10, 1[+ 2Z par la condition
T = —%(v — %) mod 1. On a dans tous les cagl — t) < ¢, et la partie paire (resp. impaire) de la représentation
v-anaplectique est unitairement équivalente a la représentafio@ompte tenu de [2, p. 97], la représentat©
utile ne figure jamais dans la formule de Plancherel du revétement universe{2/éR$L

Les preuves, et une extension a I'analyse a plusieurs dimensions, paraitront dans un volume en préparation [3].
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