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Résumé

Nous introduisons et étudions un systéme de particules en interaction qui évolue suivant une dynamique markovienne dont e
pas élémentaire est le suivant : un point de I'espace ambiant est choisi de maniere uniforme, la particule la plus proche s’y déplace
Nous nous intéressons en particulier aux propriétés d'équilibre de ce syf@umeiter cet article: J.-B. Gouéré, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
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Abstract

A rudimentary Markovian model of atomic diffusion. We introduce and study an interacting particle system. The evolution is
Markovian. The elementary step of the dynamics is the following: one point is randomly chosen in the ambient space, the neares
particle moves to that point. We investigate in particular equilibrium properties of the syRienite this article: J.-B. Gouéré,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
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Abridged English version

We introduce and study an interacting particle system. The evolution is Markovian. Roughly speaking, the elemen-
tary step of the dynamics is the following: one point is randomly chosen in the ambient space, the nearest particle
moves to that point.

We first study the case of a finite number of particles on a circle.dLet2 be an integer. Configurations we
consider are subsets Bf/Z with d elements. Lejo be a random initial configuration. LeV, ), ~1 be a sequence of
i.i.d.r.v. uniformly distributed orR/Z. For each integer > 1, the configuration at time is obtained by moving to
U, the particle closest t&V,, at timern — 1. We prove that this Markov chain has a unique invariant distribution and
that, starting from any initial configuration, the convergence toward the invariant distribution is exponentjabé.et
a configuration whose distribution is invariant under the dynamicsM.gt) denote the smallest distance between
two particles ofy . We prove the following repulsion property between particleg of
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We then study the case of an infinite number of particles on the real line. Configurations we consider are locally
finite and infinite subsets dk. Let & be a Poisson point process &hx R, that admits the canonical Lebesgue

Iog(P(M(X) < x)) ~ — 0.
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measure as intensity measure. The interpretatiof isf the following. If (u, ) belongs tog, then, at timer, the
particle which is the closest t© moves tou. More formally, let us consider an initial random configuratjan We
assume that the law ¢fp is invariant under translations and thatis a.s. non empty. Lef be a positive real. The
configuration at timd" is defined as follows. For evel® > 0, let us write

EN[—R,RI x [0, T]={(u1,11), ..., (un,tx)}, Withry <--- <ty.

Start withxo. Leti vary successively from 1 ty. At thei-th step, move ta; the particle closest to;. Let us denote
by g,’? - xo the random configuration obtained at the end of this process. We shos\,’?thm converges almost surely
asR tends to infinity. The configuration at tinfeis defined as the limit 0§7’? - xo0- We prove that there exists a unique
distribution of point procesg such that:

o the distribution ofy is invariant under translations and under the dynamics;
e the following almost sure convergence hol@R) Lcardx N[—R, R]) — 1.

1. Introduction

Les premiers quasicristaux ont été découverts en 1982 par Shechtman et al. [13]. Ce sont des solides dont
structure microscopique est presque-périodique. L'étude de la diffusion des atomes dans ces solides a été I'objet
différents travaux. En dehors des études expérimentales, il s’agit essentiellement d’études numériques (simulatio
moléculaires [7] ; simulations de Monte Carlo comme par exemple celles de [8] étudiant un mécanisme spécifique au
guasicristaux proposé par [9]). Cherchant un cadre simple pour étudier ce type de phénomenes, nous avons introc
le modéle rudimentaire suivant. Supposons I'existence d’'une structure idéale fixée — un ensemble de sites — telle qu
a chaque instant, le solide observé s’obtienne en placant un atome en certains de ces sites et en laissant les autres
vacants. Au cours du temps, un atome peut quitter son site, le laissant alors vacant, et se déplacer vers un site vac
qui devient alors occupé. Ce déplacement d’un atome peut alternativement se voir comme le déplacement d’'un si
vacant. Faisons I'hypothése raisonnable que la densité des sites vacants est faible. Oublions la structure idéale sc
jacente etimaginons les atomes uniformément répartis dans I'espace. Modélisons maintenant le déplacement des s
vacants par une dynamique markovienne dont le pas élémentaire est le suivant : un atome est choisi au hasard
maniére uniforme, il quitte son site et rejoint le site vacant le plus proche.

Reformulons le pas élémentaire de la dynamique en oubliant les atomes et en appelant particule un site vacant :

1. un point de migration est choisi uniformément dans I'espace ambiant;
2. la particule qui en est la plus proche y migre.

Pour décrire la deuxieme étape nous disons que le point de migration agit sur la configuration. Ce type de dynamiqt
n'a a notre connaissance pas été étudiée. Nous introduisons et étudions un processus évoluant suivant cette dynam
dans le cas d’'un nombre fini de particules sur le cercle, puis dans le cas d’'un nombre infini de particules sur la droit
réelle. Nous nous intéressons en particulier aux propriétés d’équilibre de ce processus.

Le processus avec migration ainsi introduit est notamment proche, par son esprit ou par les difficultés technique
rencontrées — en particulier le fait que le processus sur la droite ne satisfasse pas la propriété de Feller — de de
processus classiques que nous décrivons maintenant brievement.

Le premier est le processus de Hammersley. Il a été introduit par Aldous et Diaconis [1], suite aux travaux de Ham
mersley [6], dans I'étude du probleme d’Ulam. Ce probléme concerne I'étude de la plus longue sous-suite croissan
d’'une permutation aléatoire. Le processus de Hammersley décrit I'évolution d’'un systéme de particules sur la droit
réelle soumis a une dynamique markovienne dont le pas élémentaire consiste, informellement, & choisir un point ur
formément sur la droite réelle et a y déplacer la particule immédiatement & sa droite (une telle particule est créée
elle n'existe pas). Ce processus a par la suite été étudié notamment par Seppéalainen [12]. L'étude de notre systé
de particules fait intervenir des estimés élémentaires relatifs au probléme d’Ulam, ce qui la rapproche des travat
sur le processus de Hammersley. Une difficulté et un intérét spécifigue de notre modéle résident dans le caracté
non explicite des distributions stationnaires (ce sont des mélanges de processus de Poisson ponctuels dans le ca
processus de Hammersley).
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Le second est le processus d’exclusion a longue portée introduit par Spitzer [14] et étudié par Liggett [10]. Dans
ce processus, les particules vivent sur un réseau, dont chaque site peut accueillir au plus une particule. Chaque par
cule attend, indépendamment des autres, un temps exponentiel, puis décide de bouger. Elle effectue alors, infinime
rapidement, une marche aléatoire sur le réseau jusqu’a trouver un site vacant en lequel elle se pose (ou disparait si e
n’en trouve pas). Ce processus ne satisfait pas la propriété de Feller, ce qui entraine des difficultés similaires a celle
rencontrées dans notre modeéle. Les techniques utilisées pour pallier ces difficultés sont néanmoins tres différentes d
nétres. Pour des résultats récents, concernant notamment les mesures invariantes de ce processus, nous renvoyons
articles de Guiol [4], Andjel et Guiol [2] et a I'article de revue de Guiol [5].

2. Nombre fini de particules sur le cercle

Considérons tout d’abord un nombre fini de particules disposées sur un cercle. La dynamique est discréte dans |
temps. Nous nous donnons une configuration initiale aléajgiet une suiteU;);>1 de v.a.i.i.d. de loi uniforme sur
le cercle. Pour tout entier nature) la configuration au temps + 1 s’obtient en faisant agir le point de migration
U,+1 sur la configuration au temps Remarquons que le nombre de particules est invariant par cette dynamique.
Cela nous permet de fixer ce nombre égal a un certain ehte2.

On peut démontrer, par exemple par des techniques de couplage, le résultat suivant :

Proposition 2.1. La chaine posséde une unique distribution invariante. Pour toute configuration initiale, la conver-
gence vers cette loi invariante est exponentielle.

On obtient aisément dans le cas de deux particules la description suivante de la loi invariante :

Proposition 2.2. Soit(U,,),, une suite de v.a.i.i.d de loi uniforme di@; 1[. Posons
X=> U2
k=1
Sid = 2, la distribution invariante est la loi de la configuration aléatoire
{Up mod1, Up + X mod1}.

En dehors de ce cas, nous n'avons pas de description satisfaisante de la loi invariante. Nous démontrons néanmoi
I'existence d’une densité, ainsi que la propriété de répulsion suivante entre les particules :

Proposition 2.3. Notonsy une configuration invariante pour la dynamique. Nota#éy ) la distance minimale entre
deux particules dg . Alors:

_ (log(x))?

log(P(M () < x)) ~ 2log(2) ’

Nous obtenons également quelques contrdles sur les moments des distances entres particules successives. |
contrdles nous seront utiles dans I'étude de notre modéle sur la droite.

Lemme 2.4. Notonsy une configuration invariante pour la dynamique. Choisissons I'un des intervalles entre deux

particules successives gede maniére indépendante et uniforme. Not&nka loi de la longueur de cet intervalle et
posonsd = dX. Alors E(A) = 1 et E(A?) = (2d + 1)(3d)"1E(A3). Par conséquent

E(A?) <3d/2d+1) et E(A% < (3d/(2d+1)°.
3. Nombre infini de particules sur la droite
3.1. Modéle et résultat principal

Considérons maintenant un nombre infini de particules sur la droite réelle. Plus précisément, une configuration es
un sous-ensemble infini et localement finiBeNous nous intéressons en particulier a des configurations aléatoires
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invariantes en loi par translations — c’est-a-dire des processus ponctuels stationnaires. Cela nous amene nature
ment a définir la dynamique par I'intermédiaire d'un processus de Poisson pohcueR x R, admettant pour
intensité la mesure de Lebesgue canonique. Pour chaque(poiftde ce processus, nous interprétersomme
I'instant auquel le point de migratiom agit sur la configuration. Donnons nous une configuration initiale aléatoire
xo. FixonsT > 0. Nous définissons la configuration a I'instahtde la maniére suivante. Pour toRt> 0, ordon-
nons les points de la restriction §& [—R, R] x [0, T'] suivant leur deuxiéme coordonnée. Nous obtenons une suite
finie notée(uX, tf), ..., (uf(R), tf(R)). Faisons alors agir successivement les points de migratfon. ., ”§(R) sur
la configuration initiale et notong;{f - xo la configuration obtenue. Nous démontrons que, dés que par exemple la
configuration initialeyg est une configuration aléatoire invariante en loi par translation et presque sirement non vide,
57’3 - xo converge presque sdrement, lorsqtieend vers I'infini, vers une configuration aléatoire que nous notons
&r - xo et que nous appelons la configuration a l'instant

Notre résultat principal est le suivant :

Théoreme 3.1. Soitp > 0. Il existe une unique distribution de configuration aléatoire de densité presque sfire
soit invariante par translation et par la dynamique.

Dans la suite de cette section, nous décrivons de maniére informelle la preuve de I'existence d’'une configuratio
invariante par la dynamique. L'unicité se prouve de maniére classique.

3.2. Régularité

Notre preuve de I'existence d'une distribution invariante par la dynamique nécessite des propriétés de régularit
de notre processus. Le fait que les particules puissent sauter sur des distances arbitrairement grandes rend I'obten
de cette régularité délicate. Cela entraine par exemple que la connaissance de la configuration initiale dans une bo
arbitrairement grande centrée en l'origine ne suffit pas pour obtenir des informations sur la configuration a un instar
T > 0 dans un compact donné. Ainsi, pour la topologie usuelle, la fonction qui a une configuration initiale donnée
associe I'espérance d’'une fonctionnelle continue de la configuration a un ifista@tn’est pas continue.

Nous obtenons néanmoins un résultat de régularité pour I'énoncé duquel nous avons besoin des définitions st
vantes. Notong/ I'application qui & un sous-ensemble localement finide R associe le premier point de
strictement a droite de I'origine. Une configuration aléatoire est dite intégrable si, pour tout sous-ensemble compas
deRR, le nombre de particules de la configuration appartenant a ce compact est une variable aléatoire intégrable. Si
est une configuration aléatoire invariante par translation, intégrable et presque sirement non vids, eésigne
l'image de la mesure de Palm [3,11] gepar I'applicationy . De maniere imageey, est ainsi la loi de la distance
typique entre deux particules successivey de

Lemme 3.2. Soit (x,), une suite de configurations aléatoires invariantes par translation, presque slrement
non vides et intégrables. Supposons que la suite de meéuigs, est uniformément intégrable et que la suite
(E(card x, N[0, 1]))),, est bornée. Supposons enfin que la syi,, converge en loi vers une configuration aléa-
toire x. Alors la configuration aléatoirg; est invariante par translation et presque sGrement non vide. Par ailleurs,
pour toutT > 0, (&7 - x»), converge en loi versr - x.

Remarque 1.Ce résultat s’étend au cas quest un processus ponctuel multiple. C'est dans ce cadre que nous
I'utilisons.

Nous donnons dans la suite de ce paragraphe les idées de la preuve de ce résultat. Nous reprenons les notation
Lemme 3.2. |l est facile de vérifier que, pour tait- 0, 57’3 - xn converge en loi versjlf - x (car seul un nombre fini
de points du processus de Poisson agissent). De par la définitign gg, nous avons :

Eﬁ -Xn converge presque sirement Vers x, (1)

lorsqueRr tend vers l'infini (et un résultat analogue est vrai pglrLa convergence en loi dg - x,, versér - x est
donc acquise si la convergence (1) est uniforme @m un certain sens. Pour montrer cela, considérons la fonction
fiR+— 57’3 - xn» pour un entierz donné et pour une réalisation donnée. Cette fonction est constante par morceaux.
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Elle ne peut changer de valeur que pourRetls quet possede un point darfs-R, R} x [0, T']. Prenons un teR et
notons(u, t) le point de¢ N {—R, R} x [0, T']. Les configurationg' (R™) et f(R) sont obtenues en suivant les étapes
suivantes :

1. On part de la configuratiog, .

2. On fait agir les points dé N [—R, R] x [0, 7[ (c’est-a-dire que I'on fait agir les points de migration donnés par
les premiéres coordonnées des point§ dd—R, R] x [0, ¢[, dans I'ordre donné par leur seconde coordonnée).

3. On fait agir le point de migratiom si on veut obtenirf (R), on ne fait rien sinon.

4. On fait agir les points deN[—R, R]x]t, T1.

Pour la topologie considérée pour la convergence (1), deux configurations sont proches si elles sont proches sur ur
grande boule centrée en l'origine. Il s’agit donc de regarder si la différence induite par la troisieme étape, qui concerne
des particules situées a distaritde I'origine environ, peut, grace ala derniére étape, se propager jusqu’aux particules
appartenant a l'instarft a une bouleB fixée. Nous démontrons pour cela deux résultats :

1. Les particules qui different apres la troisieme étape sont séparées des particules appartenant & lankstant
boule B par un nombre de particules de I'ordre 0B, ou p est la densité dg,,.

2. La différence induite par la troisiéme étape ne peut se propager jusqu’a des particules distantes de¢/Blus de
particules.

Le premier point est élémentaire. Le deuxiéme est lié au fait que la longueur de la plus longue sous-suite croissant
d’une permutation aléatoire &, ..., n} est de I'ordre dg/n. Ces deux faits suffisent pour établir la convergence (1).
Pour obtenir I'uniformité, il faut garantir une certaine uniformité dans le premier fait (le deuxieme ne dépend que du
processus de Poisson, ce qui ne souléve pas de questions d'uniformité). Cette uniformité est acquise sous I'’hypothe
d’uniforme intégrabilité des mesures,, ), (cette hypothese permet d’obtenir des minorations uniformessem le

cardinal dey, N [0, R]). La convergence en loi dg - x, versér - x est donc acquise, ce qui conclut la preuve du
lemme.

3.3. Preuve de 'existence

L'existence de la distribution invariante par la dynamique est une conséquence des résultats suivantg, Notons
configuration aléatoire de période(sur la droite) associée naturellement a la configuration invariante compartant
particules sur le cercle. Nous montrons les résultats suivants :

1. Il existe une suitd, tendant vers I'infini telle que la suite de configurations aléatgigesonverge en distribution
vers une configuration aléatoire que nous notpns

2. Pourtoutl > 0, la suitetr - x4, converge en loi vergr - x.

3. La suite de configurations aléatoirgsest asymptotiquement invariante pour la dynamique.

Le premier point estimmédiat. Les deux suivants nécessitent de contrdler la configuration a urfiagpantir de la
configuration initiale. Cela nécessite notamment, comme discuté dans le paragraphe précédant, un contrdle de la tall
des écarts entre particules successives des configurgtionentrdle que nous déduisons du Lemme 2.4.
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