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Résumé

Pour une variété singuliére compacte a singularités coniques isolées, on construit des grdjihéatee paramétrés par un
entier positif strictement inférieur a la dimension de la variété. Rationnellement c’est le group¢hderie de la variété pour
I'entier nul et pour la valeur maximum du parameétre c’est celui de la variété a bord obtenue par excision des points singuliers.
On construit aussi un caractere de Chern a valeurs dans la cohomologie d’intersection pour une perversité convenable. C'est U
isomorphisme dans le cadre rationnel. Une version «a la Chern—Weil» des constructions précédentes est obtenue en utilisant
K -théorie multiplicative de KaroubPour citer cet article: A. Legrand, D. Poutriquet, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

K-theory for conical isolated singularities. For a compact singular variety with isolated conical singularities we define
K-theory groups which depend upon a non-negative integer less than the dimension. In the rational setting, the null case give:
the K -theory of the singular variety, the biggest case giveskhiheory of the manifold with boundary obtained when excising
the singular points. We define also a Chern character which takes its values in the intersection cohomology associated to a suitab
perversity. This character is an isomorphism in the rational setting. We give a Chern—Weil version of the above constructions using
the multiplicativeK -theory of Karoubi.To cite thisarticle: A. Legrand, D. Poutriquet, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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1. Introduction

L’homologie d'intersection a été introduite par Goresky et MacPherson [7] pour prolonger la dualité de Poincaré
dans un cadre singulier. Pour une variété lisse la dualité est définie par I'intersection de cycles. Dans le cas singulie
Goresky et MacPherson ont montré qu’on peut encore définir I'intersection de cycles satisfaisant a certaines condition
de transversalité avec la partie singuliére. Lhomologie d’intersection est 'homologie de ces cycles appelés cycles
admissibles ou permis. Pour une variété a singularités coniques isolées I’homologie d’intersection est paramétrée p:
un entier positifg strictement inférieur a la dimension. Elle s’identifie avec I'homologie habituelle pour les degrés
strictement supérieurs@a+ 1 et avec ’lhomologie de la variété a bord obtenue en excisant les points singuliers pour
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les degrés inférieurs ou égauxgalorsque leur dimension est au plysles cycles du link des points singuliers
persistent. Chomologie d'intersection d’un céne n’est pas nulle.

Des théorémes de type de Rham singulier existent, la condition de transversalité des cycles admissibles deven:
un contrdle asymptotique pour les « formes admissibles », [3,4].

Un théoreme de Connes singulier, c’est-a-dire que les cycles d'intersection sont représentables par des clas:
cycligues, existe aussi dans certains cas [6,4,5].

Nous définissons ici, pour des variété a singularités coniques isolées, une nélrtlelierie. Celle-ci correspond
a la cohomologie d’intersection. Plus précisément un caractére de Chern a valeur dans la cohomologie d’intersectit
rationnelle est construit dans la Section 3 et on montre (cf. Théoréme 3.3) que ce caractére est rationnellement |
isomorphisme. En utilisant les groupes Kethéorie multiplicative de Karoubi [8] on donne une construction a la
Chern—Weil de ce caractere dans la Section 4. La représentation de ce caractere de Chern dans le cadre de I'homolc
cyclique fera I'objet d’'une autre publication.

Les informations homologiques d’'un fibré différentiable sont portées par les puissances de la courbure d'un
connexion or tout fibré sur la variété est trivial au voisinage d’une singularité conique. Pour construire ces nouveau
groupes de& -théorie, on remplace les fibrés par des « triplets admissibles » qui gardent de la courbure au-dessus d
singularités. On les organise en un groupekdthéorie dans la Section 2.

2. Groupe deK -théorie associé a une variété a singularités coniques isolées

Une variété a singularités coniques isolées [10] est un espasec des points isolés € X tel queX — |, {a;}
soit une variét& > ouverte (partie réguliére). De plus pour chaguen a un homéomorphisme d’un voisinagede
a; sur le cbne sur une variété compacte lisse([0, ¢;) x L;)/({0} x L;) qui induit un difffomorphisme d&; \ {a;}
sur le cdne époint), &;) x L;.

On noteX la variété a bords déduite de en remplacant les bouts coniques Xlgpar des bouts cylindriques
cfs\L/, = [0, &) x L; (stretched manifold, [10]). La projection naturelle— X est un difffomorphisme entre les
parties régulieres, le botd); L; de X est envoyé sur la partie singulidré {a;} de X.

Dans la suite on supposecompacte et connexe par arcs et pour simplifier nous considérerons une seule singularité
coniquea € X de link L = 3X. Cela ne diminuera pas la généralité des résultats.

Définition 2.1. Fixons un entier positi§ strictement inférieur a la dimension de Un triplet admissible est un triplet
(E, F,t)ou

- E— }Z est unC-fibré vectoriel rationnellement-plat au bord, c'est-a-dire gtE|;, =0 pour 2/ > ¢ + 1,
— F — X estun sous-fibré¢" C E tel que ch F =ch; E pour 2j > g + 2 etch F =0 pour 0< 2j <q + 1,
— Fyp esttrivial etr: Fi, — C"9F x L est une trivialisation.

Deux triplets admissiblegE, F,1) et (E’, F’,t") sont isomorphes s'il existe un isomorphisme de paires de fibrés
a:(E, F)— (E', F') prolongeant'~%t: Fj; — Fly.

On noteF/t — X le fibré obtenu en identifiant paen une seule fibre toutes les fibresikdau-dessus dg, c’'est-
a-dire que les fibreg, et F, au-dessus de, y € L sont identifices pan;ltx :Fy, — F,. Siles triplets admissibles
(E, F,t)et(E’, F',t") sontisomorphes, les fibré&/t et F’ /¢’ sont isomorphes.

On note(n) le fibré trivial de rang:. Deux triplets admissible€E, F, 1) et (E’, F’,t") sont équivalents s'il existe
des fibrés triviauxn), (p), (p') avecp < n et p’ < n tels que les triplet$E & (n), F @ (p),t ®id) et (E' @ (n), F' &

(p), ¢’ @id) soient isomorphes.

La somme de Whitney passe au quotient et munit 'ensemble des classes d'équivalence de triplets admissibles d'u
structure de semi-groupe. On nadiek (X) le groupe symetrisé ¢, F, 1] la classe du triplet admissibl&, F, 1)
dansl, K (X). L'écriture classique des eléments Kethéorie [1] s’étend aux triplets admissibles.

Lemme 2.2.(1) Pour tout triplet admissibléE, F, r) il existe un triplet admissibleE’, F’, ') telque(E® E’, F® F/,
t @ t) soit équivalent au triplet admissible trivié(n), (m), id) (n > m).
(2) Tout élément dé, K (X) est de la formgE, F, 1] —[(n'), (m'),id] (n" > m’).
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En assouant a un triplet admissilglg, F, r) le fibré E sous-jacent, on définit un morphisme §& (X) — K(X)
Tout fibré E — X rationnellemeng-plat au bord, n’est pas sous-jacent a un triplet admissible. Par contre on a :

Lemme 2.3.Etant donné un fibré — X rationnellement;-plat au bord, il existe des fibrég; et F» sur X et des
entiersp, n tels que:

() chF1e @y, 1 HY (X, Q) etch(Fa — 19 F2) € @y, 40 H (X, Q)),
(i) (F2). esttrivial et sig estimpair,chy1)/2((F1).) = 0 dansHI*(L, Q),
(iii) pPE ®n=F1& Fo.
En particulier, pour toute trivialisation de (F2)., le triplet (pE @ n, F>, t) est admissible.
3. Caractére de Chern & valeurs dans la cohomologie d’intersection

Rappelons tout d'abord, [2] :

Proposition 3.1.Soit une perversitg etg la perversité complémentaire. On nd@ie g = gy < N — 2. La cohomo-
logie d'intersection rationnelle d& de dimensionV vérifie

. H/(X;Q) N sij<q,
TH(X:Q) = | im(HI(X; Q) — HIPH(X; Q) sij=q+1,
HI(X;Q) Sij>g+1

Définition 3.2. On définit le caractére de Chern' ch, K (X) — IHga"(X; Q) en posant

— cH[E, F.t] =chj[E] € H% (X;Q)pour2j <q+1;
— cH[E, F,1]=ch;[F/1] H% (X;Q) pour2j >q +2.
air

Théoréme 3.3Le caractére de Cherah' est bien a valeurs danszg (X; Q) et définit un isomorphisme

ch:L,KX)®Q> IHIE,’a"(X; Q).
4. Constructions de Chern—Weil pour une variété a singularités coniques isolées

Par définition un objet différentiable sur la variété a ba&rdignifie la restriction & d'un objet différentiable sur
la variété ouverteX, avec des bouts cylindriqués-¢, ¢) x L prolongeantX. En particulier, on note2* X I'algebre
des formes différentielles suf et on définit2*(X) par la suite exacte

0— 2*(X) — 2*(X) = 2*(L) — 0.

De méme une connection sur un fibré différentiable)sest la restriction au-dessus Hed’une connection sur un
fibré défini surX, et la forme d(iChern de cette connexion est daR¥"(X). Soit toujours un entier & g < N — 2.
Notons2*(X) C ]—';(X) C £2*(X) le complexe défini par

Fx=2/%). j<q: FT0O=2X) +d21%); FX)=2/X). jzq+2

Nous allons considérer |&-théorie multiplicative de Karoubi associée a la famille constante de sous-complexes
Fr = }—q*(X)L [9]. Rappelons qu'un fibré vec;oriel~multiplicatif SUf est un triplet(f?, D, w), ou E est un fibré
vectoriel surX, D une connexion suk etw € £2'™P-(X) tel que ctD = dw moduloF*(X). Deux fibrés multiplicatifs
(E,D,w) et(E’, D', »") sont équivalents si il existe un isomorphismentreE et Eg et sion ala relationw — w’ =
fdeh((@ =)D +ta* D'y di moduloF; (X) + d$2*(X). On note[ E, D, w] la classe du fibré multiplicatifE, D, w).

Muni de lasomméE, D, w]+[E’, D/, a)]— [E+E', D+ D', w+a'], 'ensemble des classes de fibrés multiplicatifs
est un semi-groupe. On désigne MIK(X q) le symétrisé. Le caractere de Chern mulUphcathK(X q) —
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H*(}';‘()?)) est défini pach[E, D, w] = [chD — dw] ou le deuxiéme membre est la classe de cohomologie du cocyle
ch(D) —dw def;(f). La proposition suivante justifie notre intérét pour cette théorie.

Proposition 4.1.Le complexeﬁj}k (X) estun complexe d’intersectigea cohomologie est la cohomologie d’intersec-
tion) pour la variété a singularité coniqu¥ et pour la perversité.

Pour étendre aux triplets admissibles la construction de M. Karoubi de la classe caractéristique d'un fibré plat [8] i
nous faut caractériser cetie-théorie multiplicative a partir d’espaces classifiants. On fifda fibre homotopique
de l'application ch, : BU — ]'[2j>q+1K((C, 2j) induite par chBU — ]‘[2j>OK((C, 2j). Nous avons le théoreme
de classification

Théoréme 4.2 Pour g pair, MK (X, q) etmo(Hom((X, L), (BU, H,))) sont naturellement isomorphes.

Pour associer a un triplet admissilgle, F, t) une classe caractéristique dans la théorie multiplicative, on considere
une applicatiors : X — BU classifiantE et une applicatiom : (X, L) — (BU, %) relevant une applicatioN — BU
classifiantF/t. Supposong; pair, la définition de triplet admissible implique I'existence d’'une homotopie entre
ch., o0& etch., on dont le releve a partir dg fournit une applicatiorgy : (X L) — (BU,H,) dont la classe d'ho-
motopie([&1] est déterminée modulo I'image deMPAIT(X C). Le Théoréeme C.2 de [9] montre immédiatement que
ch([£1]) est canoniquement défini.

Theéoreme 4.3.Soit (E, F,t) un triplet admissible ey I'entier correspondant. Posong = ¢ si ¢ est pair etg1 =

g +1sinon. La construction précédente détermine une classe caractéristigieF, t) € MK (X, q1)/H™a"(X C)
de ce triplet admissible. Le caractére de Chern multiplicatif de cette clabé®,(E, F, 1)), est bien défini et déter-
mine le caractére de Chern d'intersection tensorisé @avar la relation I (cH[E, F, 1] ® 1¢) = ch(W(E, F, 1)) oU
I: HPA(F¥(X)) — HPA(F; (X)) est linjection canonique.
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