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Résumé

Les systémes de type Kazhikhov—Smagulov correspondent aux équations de Navier—Stokes non-homogénes et incompressibl
lorsque la densité obéit a une loi de diffusion, comme dans les mélanges de gaz de densités différentes. Nous proposons L
algorithme pour ces systémes qui s’appuie sur la discrétisation en temps par un schéma d’Euler rétrograde de la méthode de
caractéristiques, et sur une méthode d'élements finis migiesP, P,_1) pour la discrétisation en espace d&@fs d = 2, 3, des
densités—vitesses—pressions. Sous la contraistel — 1 et Ar = Ch", avecr € 1d, 2k + 2 — d[, nous donnons une estimation
d’erreur optimale @At + h*) pour le pas de tempa: et le pas de maillagk. Pour citer cet article: J. Etienne, P. Saramito,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Abstract

A priori error estimates of the L agrange-Galerkin method for Kazhikhov—Smagulov type systems. Kazhikhov—Smagulov
type systems are a subclass of non-homogeneous, incompressible Navier—Stokes equations where density is subject to diffusio
as in mixtures of gases of different densities. An algorithm is devised for these systems, the time discretization being based on :
backward-Euler scheme together with the method of characteristics, and a mixed density—velocity—Pes#yre?; _1) finite
element method is used for the space discretizatioRind = 2, 3. Under the constraint that>d — 1 andAr = Ch", with
r €1d,2k + 2 — d[, we give optimal error bounds @+ + 1%y for the time stepAt and the mesh sizk. To cite this article:
J. Etienne, P. Saramito, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let us consider a flow of two miscible, incompressible Newtonian fluids. The density of each of these fluids will
be supposed constant, and denoted respectpgelgind p;, pg > p; > 0. In this Note, we address the case when
no assumption is made on the order of magnitude of the density coateasio; — o)/ ;. This departs from the
common framework of « 1, and allows to apply the results of this work to gas-mixtures and suspension flows of
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industrial and environmental relevance [7]. Letbe a bounded open setRf, d = 2,3, andT > 0. Let p, u and
p denote respectively the density, velocity and pressure of the mixture. The Navier—Stokes equations (4), (5) expre:
the conservation of mass and momentum in the mixture. Denatirtige volume fraction of the denser fluid, the
density of the mixture can be writtem= p;® + p;(1 — @), and (4) guarantees thdt € [0, 1] if it holds at time
t = 0. Because of the mass diffusion between the miscible fluids, one s, and the closure of the system is
brought by a constitutive law expressing this mass diffusion [11,8], known as Fick’s law (6). Note that this implies
V-u=—aV-(F(®)V®),which in general is not zero, so that in spite of the incompressibility of each fluid separately,
the mixture does not have a zero-divergence velocity. Initial and boundary conditignandu complement the
system, which is said to be of Kazhikhov—Smagulov type [2]. It is identical to the system obtained in the limit of zero
Mach number for compressible fluid equations [10,1]. For some boundary conditions, the existence of weak solution
has been shown [9,10,4].

Let i(®) = u(p;(1+ a®)). The weak formulation of the problem is given in terms of the multilinear forms:

a(@;u,v) = 2(iL(®)D(w), D(v)) — g(a@)v ‘o, Vov), V(P,u,v) e L¥(2) x (HE2)Y)?, (1)

b(v.q)=—(V-v,9), Y(v,q)€ Hy(2)! x L3(), 2
the problem being to find € L>(0, T; H3(£2)?), p € L>(0, T; L3(£2)), i.e., the subspace df?(£2) functions of
zero mean, and € L>*(0, T; H1(£2)), such that,

(1 +a®)D;u, v) +a(P; u,v) +bv, p)=(f,v), Yve Hy($2)", (3a)
<1+aa(p D,®+V-u, q) =0, Vqel?), (3b)
(D@, ¥) + (F(®)VO, VY) + (®V -u, ) =0, Vi e HY (), (3c)
with u(-,0) = ug € H}(22)?, @(-,0) = Pg € H(2). (3d)

In this Note we propose algorithm (7) to solve system (3) in a Lagrange finite element space ofidégrae
and @. In the discretisation of Eq. (3b), care must be taken that the image of the divergence opelﬁgc(mnis
reduced to functions of zero mean: thus a projection step (7d) of the left-hand side of (7f) was introduced. Provide
that F and . admit strictly positive lower bounds, we show in Theorem 3.1 that, under usual regularity (8) and
discretisation hypotheses, optimal error estimates (9) hold for the discrete solution. Moreover, it is shown that the
image of the approximation ab can be brought arbitrarily close {0, 1]. This latter result is essential in order to
conclude in the proof, as well as for the feasibility of algorithm (7). The proof involves similar techniques as the
analysis of the Lagrange—Galerkin method for homogeneous Navier—Stokes equations in [12], with several addition:
difficulties due to the nonzero divergence of the velocity and to the nonlinear coupling between Egs. (5) and (4)
Algorithm (7) has been employed in [7] for high density ratio lock-exchange flow simulations, and a comparison of
its results with experimental measurements is given in Fig. 1.

1. Présentation du probléme

Nous considérons I'écoulement de deux fluides newtoniens incompressibles et miggiblesg,étant leurs densi-
tés respectives, supposées constaptes, po; > 0. Aucune hypothése n’est faite sur I'ordre de grandeur du coefficient
o = (pg — p1)/pi- SOitS2 un ouvert borné d&?, d = 2, 3, T > 0 et notons la densité du mélanga, sa vitesse ep
la pression. Les équations de Navier—Stokes expriment la conservation du mouvement et de la masse du mélange |

0p+V-(ou)=0 in2x10,TJ, 4)
2 .
,oD,u—V~[2u(p)D(u)]+V|:p+:—gu(p)V~u] =f in2x]0,TJ, (5)

ou u(p) estla viscosité, qui peut dépendre de la densité,; @t=D(9, + u - V)p.

En notant® la fraction volumique du fluide le plus dense, la densité du mélange sieeripg® + p;(1 — @),
et la fermeture du systéme est alors apportée par une loi de comportement exprimant la diffusion de masse entre
deux fluides [11,8], dite loi de Fick :

D;® — (1+a®)V-(F(@)VP)=0 in2x10,T[. (6)
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Remarquons que (4) et (6) impliqueVitu = —aV-(F(®)V®), qui n'est en général pas nul : en dépit de I'incom-
pressibilité de chaque fluide, la vitesse du mélange n’est pas a divergence nulle. Le systéeme (4)—(6) est complété p
des conditions initiales et aux limites pouetu, et appartient a la classe des systéemes de Kazhikhov—Smagulov [2].

Il est identique a celui obtenu en faisant tendre le nombre de Mach vers zéro dans les équations des fluides compre
sibles [10,1]. Pour certaines conditions aux limites, I'existence de solutions faibles globales pour faible diffusivité
est montrée dans [9], de solutions globales proches de I'équilibre dans [10] et de solutions faibles globales dans [4].

2. Approximation et algorithme découplé derésolution

SoitM e Nett,, =mAt, 0<m < M, une subdivision d€0, T] avecAt = T /M. Soit (7)o une famille quasi-
uniforme de triangulations [3]. Pour tolg: 1, I'espace d’éléments fini de dedrést défini par H; ;, = {¢, € C(R2);
onk € Pi, YK € T3,}. Pour toutk > 2, nous introduisons les espadas= Hy.n, Vi = H,jh NHY(2)?, O = He—11
et pourk = 1, la discrétisation stabilisée du typg bulle— P1 [5] et T, = Q. Notons que le coupleV,, Qy,) vérifie la
condition inf-sup discréte de BabuSka—Brezzi [5]. L'approximation du probléme (3) consiste a construire la séquence
(@, x;' up', pp) € T X Ty X Vi x Qp, 0<m < M, définie par I'algorithme suivant :

Initialisation : Pourm = 0, soientu?, ®° et x° projections datg, ®o €tV - ug sur{v, € Vi, V- v, = x°}, T, et
Ty N LE(£2), respectivement.

Reécurrence: Pour O<m < M — 1, connaissan®;’, x," etu}',
— Etape1: Calculer la caractéristique approch¥g par

X} (x) :==x — Aruj (x). (7a)

— Etape?2: Trouver®;" ™ ¢ 7, satisfaisant, pour tout, € 7,

(q),’f“ — @M o X

E2EE )+ (F (@) VO V) = = (a0 ) (7b)

— Etape3: Calculer explicitement;"* ¢ 7,

+1
Fm+l — o % dj;ln - @Zﬂ ° X;? ) (70)
h 1+ (x(DZH_l At
— Etape4: Calculer explicitemeng;" ™ par projection SuL3(2) :
Xm-‘rl — Fm+1— 1 /Fm+ldx 1 (7d)
h : h meg$2) h .
2
— Etape5: Trouveru ™ e Vj, et pi" ™ € 0, N L3(£2), tels que, pour touty, € Vj, etgy € O
m+1 ”ZHl B “Zl ° XZL m+1,  m+1 m+1
(1+ao, )T v | +a(@p T uy ™ v) 4+ b(on, pi ) = (f(tmra). va). (7e)
bl an) = (X" an). (7f)

Cet algorithme supposk}' (x) € £2 pour toutx € £2, et 1+ a®;" > 0 pour toutm, ce qui sera démontré par récur-
rence. La projection (7d) est nécessaire pour I'existence d’une solution au probleme de Stokes :E,ﬁﬁfatest

pas nécessairement a moyenne nulle, du fait de I'erreur numérique, et n'appartient donc pas nécessairement a I'ima
de la divergence discréete. En insérant I'étape (7d) de projectionlc%imz), I'existence et I'unicité de la solution de

(7e), (7f) peut ensuite étre démontrée [6, p. 67].
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3. Convergencedel’approximation

NotonsI”(Y) I'espace des fonctions de, ... ., #)} dans un espace de Banachmunis de la nhorme

M 1/p
lellirry = (Z ||<p(rm>||’;m) (pourp <o0), gl = lem |y
m=1

max
<m<M
Nous noterons auséi”(Y) et C(Y) les espaces”(0,T;Y) etC([0, T1; Y), respectivement. Supposons qu'il existe
une unique solution globale au probléme (3), vérifiant les conditions de régularité :

ue L®(H*Y@)) ne(cO@) N HE(2)Y), & e L°(H1(2)nw2*(2))nC(HY(R)),

du € L2(HL(2)?) N L>(L?(2)), %P € L2(H*1(2)) N L>(HY(82)), @®
Dyu € L®(L™®(R2)), D2 € L®(L?(R2)),
D?u € L2(L%(£2)), p e L®(H*(2)NL3($2))

et que de plusy - u(r = 0) € H**1(£2)?. Si par ailleursu et F sont lipschitziennes et chacune minorée par une
constante positive, et que de pléisa une dérivée lipschitzienne, on a alors le théoréme :

Théoréme 3.1. Supposons >d — 1 (ouk > d — 2 si F est constanfeet At = Coh”, avecd <r <2k +2—d (ou
d—-1/2<r <2k+2—d si F est constande Alors, pour touts positif, il existehg et x positifs tels que, pour
h < ho, I'algorithme (7) admette une unique soluti@®y,, x,, uy, pr) € £° (T, x T, x Vi, x Qy) vérifiant

1P — Pullgocur(ay) + Il — wnllgo w12y + 1P — Prll22(2)) < K(Al + hk),
1P — ®pllgoo 122y + 18— unllgo2(2)) + IV -2 = xnllgoo 122y < K (AL + R, %)
De plus,®;, verifie: —e < @'(x) <146, Vxe 2, 0<m <M.

Remarque 1. Dans le cas ol n’est pas constante, la conditis < Coh¢ est restrictive, car ne permet pas de choisir

de grands pas de temps : ceci a été vérifié dans les simulations numériques [7]. Dans la pratique, cette limitation pe
étre levée en remplagant dans (7b) le temﬂ@,’l")wﬁ,’{'*l par le terme'?(dﬁ,’f’*l)qu;l"*l. Le probléme (7b) est alors
non-linéaire et est résolu par une méthode de point fixe.

Indications sur la démonstration. Si une grande partie des difficultés rencontrées sont similaires a celles de la
preuve de Sili [12], les termes non-linéaires nécessitent un traitement particulier, et I'estimation dghaaitrai-

rement proche de l'intervallf, 1] est indispensable a I'aboutissement de la preuve. Elle est basée sur les inégalités
inverses [12]

I¥nlloco.2 < Cah™Pllynllop.a.  ¥nlloce.e < Coh™2llogh™|ynllLe  Vym € Wh. (10)
On prendrakg tel quer(1+/<)hé_d/2|Iog hol¥~Y4 (h§ + At) = e. Supposons que les bornes annoncées sont prouvées

pour(®;", x;', uy'), 0< m < n, etposongd™ = @ (-, t,,) ete;! = ;' —m, @™, ol estlinterpolateur de Lagrange
surTy. |le; 1,2 estmajoré par le lemme de Gronwall discret appliqué a la (swlé(qﬁ;’f)Ve;’f)m. Les caractéristiques
continues sont définies pour tauke 2 ets € [0, T] par I'équation différentielle :

0X e

W(x’ s;t)=u(X(x,s;1),t), Vte]0,T[etlacondition initialeX (x, s; s) = x.

PosonsX™ (x) = X (x, tn+1, tw). Sous I'nypothése de récurrence, les caracteéristiques approkije@s) sont telles
queX;}'(x) € £2 [6, p. 53] et, pour touty € L4(£2), 1/p+1/q =1/2,

m m m m
(Eh o X" — €' 0o X}

2 1/2
Sy ) <calln =g I3 o+ Kaen ) 100,29 Lo 0
O Karm = Cr(L+ IV - ull oo roo(2)) ADLIdeu || Lo (o0 (2)) + I Dettl| oo (120(52))}2. Avec p = 2, g = oo, (10) permet

m

poury = ¢, *1 de se ramener & une majoration tpe,’f“”lﬂ et des termes bornés par I'hypothése de récurrence. La
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Fig. 1. VitessedJ; et U; des fronts dense et Iéger respectivement selon le parameétre de contraste d@ﬁeﬂ% &g — p1)/(pg + pp)- D estla
demi-hauteur du canat, I'accélération de la gravitéx, observations expérimentales, ;simulations numériques.

Fig. 1. VelocitiesU,; and U; of the dense and light fronts respectively versus the density contfasb is the channel half-depthy, gravity
accelerationx, experimental measurements;numerical simulations.

majoration du méme terme aveéc= V(eZ“rl — €;')/ At est plus technique, et fait apparaitre la contrainted — 2

pour majore|1|e;[‘+1||1,g. On utilise aussi que, poyr > 0 arbitraire :

emtl _ m
Ar= ‘({F(qb’”) — F(op)}vemTt, Vu>

At
<BHE (@m)Ver — F (@) Vap o o [VO g . o
1 2 12 el —em |2
+B|F(@") = F(@)oelA®™ o +8| (5|
0.2

dont le premier terme peut étre majoré pBfS)|[|Vey' ||g o ||V<1§’”+1||% ~ o PouUrh < ho, en utilisant 'nypothese de
récurrence su®;". Les termes faisant apparaitre les bornes les plus restrictivesostita méme forme,

AZ:AitH<\/F((p;’n+l)_\/F(¢’T)>V€Z1+l 2 7 Ay = (\/14—01—45’,!"“— /1+aq§21)Ve;l"

1
M
olle) =ul' —mou(- t,), avecr; un opérateur de projection de (£2)¢ surV;, etimposent de donner une majora-
tion eno(Ar) del|®; " — &2 5.

2

)

0,82

4. Conclusion

L'algorithme présenté ici a permis dans [7] de réaliser les premiéres simulations numériques d'écoulements dits
d’échange pour de forts rapports de densité entre des fluides miscibles. Ces écoulements consistent a mettre en p
sence dans un canal deux fluides de densité différente, initialement séparés par une paroi verticale. Lorsqu’on supprir
celle-ci, deux courants de fluides dense et Iéger se propagent respectivement aux parois inférieure et supérieure (
canal, et atteignent des vitesses constantes, respectivéfpent/;. La Fig. 1 compare observations expérimentales
et résultats numériques pourp) et F(®) prises constantes, et indique que le systéme de Kazhikhov—Smagulov est
approprié pour modéliser ce type d’écoulements et que I'algorithme proposé ici permet d’en approcher la solution.
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