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Résumé

Les systèmes de type Kazhikhov–Smagulov correspondent aux équations de Navier–Stokes non-homogènes et inco
lorsque la densité obéit à une loi de diffusion, comme dans les mélanges de gaz de densités différentes. Nous pro
algorithme pour ces systèmes qui s’appuie sur la discrétisation en temps par un schéma d’Euler rétrograde de la m
caractéristiques, et sur une méthode d’élements finis mixtes(Pk,Pk,Pk−1) pour la discrétisation en espace dansR

d , d = 2,3, des
densités–vitesses–pressions. Sous la contraintek > d − 1 et �t = Chr , avecr ∈ ]d,2k + 2 − d[, nous donnons une estimatio
d’erreur optimale O(�t + hk) pour le pas de temps�t et le pas de maillageh. Pour citer cet article : J. Étienne, P. Saramito,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A priori error estimates of the Lagrange–Galerkin method for Kazhikhov–Smagulov type systems. Kazhikhov–Smagulov
type systems are a subclass of non-homogeneous, incompressible Navier–Stokes equations where density is subject t
as in mixtures of gases of different densities. An algorithm is devised for these systems, the time discretization being b
backward-Euler scheme together with the method of characteristics, and a mixed density–velocity–pressure(Pk,Pk,Pk−1) finite
element method is used for the space discretization inR

d , d = 2,3. Under the constraint thatk > d − 1 and�t = Chr , with
r ∈ ]d,2k + 2 − d[, we give optimal error bounds O(�t + hk) for the time step�t and the mesh sizeh. To cite this article:
J. Étienne, P. Saramito, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let us consider a flow of two miscible, incompressible Newtonian fluids. The density of each of these flu
be supposed constant, and denoted respectivelyρd and ρl , ρd > ρl > 0. In this Note, we address the case wh
no assumption is made on the order of magnitude of the density contrastα = (ρd − ρl)/ρl . This departs from the
common framework ofα � 1, and allows to apply the results of this work to gas-mixtures and suspension flo
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1 Adresse actuelle : DAMTP, University of Cambridge, Wilberforce Road, Cambridge CB3 0EZ, Grande-Bretagne.
1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2005.10.005
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industrial and environmental relevance [7]. LetΩ be a bounded open set inRd , d = 2,3, andT > 0. Let ρ, u and
p denote respectively the density, velocity and pressure of the mixture. The Navier–Stokes equations (4), (5
the conservation of mass and momentum in the mixture. DenotingΦ the volume fraction of the denser fluid, t
density of the mixture can be writtenρ = ρdΦ + ρl(1 − Φ), and (4) guarantees thatΦ ∈ [0,1] if it holds at time
t = 0. Because of the mass diffusion between the miscible fluids, one has DtΦ �= 0, and the closure of the system
brought by a constitutive law expressing this mass diffusion [11,8], known as Fick’s law (6). Note that this i
∇·u = −α∇·(F (Φ)∇Φ), which in general is not zero, so that in spite of the incompressibility of each fluid sepa
the mixture does not have a zero-divergence velocity. Initial and boundary conditions inρ andu complement the
system, which is said to be of Kazhikhov–Smagulov type [2]. It is identical to the system obtained in the limit
Mach number for compressible fluid equations [10,1]. For some boundary conditions, the existence of weak s
has been shown [9,10,4].

Let µ̃(Φ) = µ(ρl(1+ αΦ)). The weak formulation of the problem is given in terms of the multilinear forms:

a(Φ;u,v) = 2
(
µ̃(Φ)D(u),D(v)

) − 2

3

(
µ̃(Φ)∇ · u,∇ · v)

, ∀(Φ,u,v) ∈ L∞(Ω) × (
H 1

0 (Ω)d
)2

, (1)

b(v, q) = −(∇ · v, q), ∀(v, q) ∈ H 1
0 (Ω)d × L2(Ω), (2)

the problem being to findu ∈ L∞(0, T ;H 1
0 (Ω)d), p ∈ L∞(0, T ;L2

0(Ω)), i.e., the subspace ofL2(Ω) functions of
zero mean, andΦ ∈ L∞(0, T ;H 1(Ω)), such that,(

(1+ αΦ)Dtu,v
) + a(Φ; u,v) + b(v,p) = (f ,v), ∀v ∈ H 1

0 (Ω)d, (3a)(
α

1+ αΦ
DtΦ + ∇ · u, q

)
= 0, ∀q ∈ L2(Ω), (3b)

(DtΦ,ψ) + (
F(Φ)∇Φ,∇ψ

) + (Φ∇ · u,ψ) = 0, ∀ψ ∈ H 1(Ω), (3c)

with u(·,0) = u0 ∈ H 1
0 (Ω)d, Φ(·,0) = Φ0 ∈ H 1(Ω). (3d)

In this Note we propose algorithm (7) to solve system (3) in a Lagrange finite element space of degreek for u
andΦ. In the discretisation of Eq. (3b), care must be taken that the image of the divergence operator onH 1

0 (Ω) is
reduced to functions of zero mean: thus a projection step (7d) of the left-hand side of (7f) was introduced. P
that F and µ admit strictly positive lower bounds, we show in Theorem 3.1 that, under usual regularity (8
discretisation hypotheses, optimal error estimates (9) hold for the discrete solution. Moreover, it is shown
image of the approximation ofΦ can be brought arbitrarily close to[0,1]. This latter result is essential in order
conclude in the proof, as well as for the feasibility of algorithm (7). The proof involves similar techniques
analysis of the Lagrange–Galerkin method for homogeneous Navier–Stokes equations in [12], with several a
difficulties due to the nonzero divergence of the velocity and to the nonlinear coupling between Eqs. (5)
Algorithm (7) has been employed in [7] for high density ratio lock-exchange flow simulations, and a compar
its results with experimental measurements is given in Fig. 1.

1. Présentation du problème

Nous considérons l’écoulement de deux fluides newtoniens incompressibles et miscibles,ρd etρl étant leurs densi
tés respectives, supposées constantes,ρd > ρl > 0. Aucune hypothèse n’est faite sur l’ordre de grandeur du coeffi
α = (ρd − ρl)/ρl . SoitΩ un ouvert borné deRd , d = 2,3, T > 0 et notonsρ la densité du mélange,u sa vitesse etp
la pression. Les équations de Navier–Stokes expriment la conservation du mouvement et de la masse du m

∂tρ + ∇·(ρu) = 0 in Ω × ]0, T [, (4)

ρDtu − ∇ · [2µ(ρ)D(u)
] + ∇

[
p + 2

3
µ(ρ)∇ · u

]
= f in Ω × ]0, T [, (5)

oùµ(ρ) est la viscosité, qui peut dépendre de la densité, et Dt ϕ = (∂t + u · ∇)ϕ.
En notantΦ la fraction volumique du fluide le plus dense, la densité du mélange s’écritρ = ρdΦ + ρl(1 − Φ),

et la fermeture du système est alors apportée par une loi de comportement exprimant la diffusion de masse
deux fluides [11,8], dite loi de Fick :

DtΦ − (1+ αΦ)∇·(F(Φ)∇Φ
) = 0 in Ω × ]0, T [. (6)
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Remarquons que (4) et (6) impliquent∇·u = −α∇·(F (Φ)∇Φ), qui n’est en général pas nul : en dépit de l’inco
pressibilité de chaque fluide, la vitesse du mélange n’est pas à divergence nulle. Le système (4)–(6) est com
des conditions initiales et aux limites pourρ etu, et appartient à la classe des systèmes de Kazhikhov–Smagulo
Il est identique à celui obtenu en faisant tendre le nombre de Mach vers zéro dans les équations des fluides
sibles [10,1]. Pour certaines conditions aux limites, l’existence de solutions faibles globales pour faible diffuα
est montrée dans [9], de solutions globales proches de l’équilibre dans [10] et de solutions faibles globales d

2. Approximation et algorithme découplé de résolution

SoitM ∈ N et tm = m�t , 0� m � M , une subdivision de[0, T ] avec�t = T/M . Soit (Th)h>0 une famille quasi-
uniforme de triangulations [3]. Pour toutl � 1, l’espace d’éléments fini de degrél est défini par :Hl,h = {ϕh ∈ C( �Ω);
ϕh|K ∈ Pl, ∀K ∈ Th}. Pour toutk � 2, nous introduisons les espacesTh = Hk,h, Vh = Hd

k,h ∩ H 1
0 (Ω)d , Qh = Hk−1,h

et pourk = 1, la discrétisation stabilisée du typeP1 bulle−P1 [5] et Th = Qh. Notons que le couple(Vh,Qh) vérifie la
condition inf-sup discrète de Babuška–Brezzi [5]. L’approximation du problème (3) consiste à construire la s
(Φm

h ,χm
h ,um

h ,pm
h ) ∈ Th × Th × Vh × Qh, 0� m � M , définie par l’algorithme suivant :

Initialisation : Pourm = 0, soientu0
h, Φ0

h et χ0
h projections deu0, Φ0 et ∇ · u0 sur{vh ∈ Vh, ∇ · vh = χ0

h}, Th et
Th ∩ L2

0(Ω), respectivement.
Récurrence : Pour 0� m � M − 1, connaissantΦm

h , χm
h etum

h ,
– Étape 1 : Calculer la caractéristique approchéeXm

h par

Xm
h (x) := x − �t um

h (x). (7a)

– Étape 2 : TrouverΦm+1
h ∈ Th satisfaisant, pour toutψh ∈ Th,

(
Φm+1

h − Φm
h ◦ Xm

h

�t
, ψh

)
+ (

F
(
Φm

h

)∇Φm+1
h , ∇ψh

) = −(
χm

h Φm
h , ψh

)
. (7b)

– Étape 3 : Calculer explicitementΓ m+1
h ∈ Th,

Γ m+1
h := α

1+ αΦm+1
h

× Φm+1
h − Φm

h ◦ Xm
h

�t
. (7c)

– Étape 4 : Calculer explicitementχm+1
h par projection surL2

0(Ω) :

χm+1
h := Γ m+1

h − 1

mes(Ω)

(∫
Ω

Γ m+1
h dx

)
1. (7d)

– Étape 5 : Trouverum+1
h ∈ Vh etpm+1

h ∈ Qh ∩ L2
0(Ω), tels que, pour toutvh ∈ Vh etqh ∈ Qh :

((
1+ αΦm+1

h

)um+1
h − um

h ◦ Xm
h

�t
, vh

)
+ a

(
Φm+1

h ;um+1
h , vh

) + b
(
vh, pm+1

h

) = (
f (tm+1), vh

)
, (7e)

b
(
um+1

h , qh

) = (
χm+1

h , qh

)
. (7f)

Cet algorithme supposeXm
h (x) ∈ Ω̄ pour toutx ∈ Ω̄ , et 1+ αΦm

h > 0 pour toutm, ce qui sera démontré par récu
rence. La projection (7d) est nécessaire pour l’existence d’une solution au problème de Stokes : en effet,Γ m+1

h n’est
pas nécessairement à moyenne nulle, du fait de l’erreur numérique, et n’appartient donc pas nécessairemen
de la divergence discrète. En insérant l’étape (7d) de projection dansL2

0(Ω), l’existence et l’unicité de la solution d
(7e), (7f) peut ensuite être démontrée [6, p. 67].
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3. Convergence de l’approximation

Notonslp(Y ) l’espace des fonctions de{t1, . . . , tM} dans un espace de BanachY , munis de la norme

‖ϕ‖lp(Y ) =
(

M∑
m=1

∥∥ϕ(tm)
∥∥p

Y
�t

)1/p

(pourp < ∞), ‖ϕ‖l∞(Y ) = max
1�m�M

∥∥ϕ(tm)
∥∥

Y
.

Nous noterons aussiLp(Y ) et C(Y ) les espacesLp(0, T ;Y) et C([0, T ];Y), respectivement. Supposons qu’il exi
une unique solution globale au problème (3), vérifiant les conditions de régularité :

u ∈ L∞(
Hk+1(Ω)d

) ∩ C
(
C0,1(Ω)d ∩ H 1

0 (Ω)d
)
, Φ ∈ L∞(

Hk+1(Ω) ∩ W2,∞(Ω)
) ∩ C

(
H 1(Ω)

)
,

∂tu ∈ L2
(
Hk+1(Ω)d

) ∩ L∞(
L2(Ω)

)
, ∂tΦ ∈ L2

(
Hk+1(Ω)

) ∩ L∞(
H 1(Ω)

)
,

Dtu ∈ L∞(
L∞(Ω)

)
, D2

t Φ ∈ L∞(
L2(Ω)

)
,

D2
t u ∈ L2

(
L2(Ω)

)
, p ∈ L∞(

Hk(Ω) ∩ L2
0(Ω)

)
(8)

et que de plus∇ · u(t = 0) ∈ Hk+1(Ω)d . Si par ailleursµ et F sont lipschitziennes et chacune minorée par
constante positive, et que de plusF a une dérivée lipschitzienne, on a alors le théorème :

Théorème 3.1. Supposonsk > d − 1 (ou k > d − 2 si F est constante) et �t = C0h
r , avecd < r < 2k + 2 − d (ou

(d − 1)/2 < r < 2k + 2 − d si F est constante). Alors, pour toutε positif, il existeh0 et κ positifs tels que, pou
h < h0, l’algorithme (7) admette une unique solution(Φh,χh,uh,ph) ∈ 
∞(Th × Th × Vh × Qh) vérifiant

‖Φ − Φh‖
∞(H1(Ω)) + ‖u − uh‖
∞(H1(Ω)) + ‖p − ph‖
2(L2(Ω)) � κ
(
�t + hk

)
,

‖Φ − Φh‖
∞(L2(Ω)) + ‖u − uh‖
∞(L2(Ω)) + ‖∇ · u − χh‖
∞(L2(Ω)) � κ
(
�t + hk+1). (9)

De plus,Φh vérifie: −ε � Φm
h (x) � 1+ ε, ∀x ∈ Ω, 0� m � M .

Remarque 1. Dans le cas oùF n’est pas constante, la condition�t � C0h
d est restrictive, car ne permet pas de cho

de grands pas de temps : ceci a été vérifié dans les simulations numériques [7]. Dans la pratique, cette limit
être levée en remplaçant dans (7b) le termeF(Φm

h )∇Φm+1
h par le termeF(Φm+1

h )∇Φm+1
h . Le problème (7b) est alor

non-linéaire et est résolu par une méthode de point fixe.

Indications sur la démonstration. Si une grande partie des difficultés rencontrées sont similaires à celles
preuve de Süli [12], les termes non-linéaires nécessitent un traitement particulier, et l’estimation donnantΦm

h arbitrai-
rement proche de l’intervalle[0,1] est indispensable à l’aboutissement de la preuve. Elle est basée sur les in
inverses [12]

‖ψh‖0,∞,Ω � Cah
−d/p‖ψh‖0,p,Ω, ‖ψh‖0,∞,Ω � Cbh

1−d/2|logh|1−1/d‖ψh‖1,Ω ∀ψh ∈ Wh. (10)

On prendrah0 tel queCb(1+κ)h
1−d/2
0 |log h0|1−1/d(hk

0+�t) = ε. Supposons que les bornes annoncées sont pro
pour(Φm

h ,χm
h ,um

h ), 0� m < n, et posonsΦm = Φ(·, tm) etεm
h = Φm

h −πhΦ
m, oùπh est l’interpolateur de Lagrang

surTh. ‖εn
h‖1,Ω est majoré par le lemme de Gronwall discret appliqué à la suite

(√
F(Φm

h )∇εm
h

)
m

. Les caractéristique
continues sont définies pour toutx ∈ Ω et s ∈ [0, T ] par l’équation différentielle :

∂X

∂t
(x, s; t) = u

(
X(x, s; t), t), ∀t ∈ ]0, T [ et la condition initialeX(x, s; s) = x.

PosonsXm(x) = X(x, tm+1, tm). Sous l’hypothèse de récurrence, les caractéristiques approchéesXm
h (7a) sont telles

queXm
h (x) ∈ Ω [6, p. 53] et, pour toutψ ∈ Lq(Ω), 1/p + 1/q = 1/2,(

εm
h ◦ Xm − εm

h ◦ Xm
h

�t
,ψ

)
� Cd

(∥∥um − um
h

∥∥2
0,Ω

+ K�t,m�t
)1/2‖ψ‖0,q,Ω

∥∥∇εm
h

∥∥
0,p,Ω

où K�t,m = C1(1+ ‖∇ · u‖L∞(L∞(Ω))�t){‖∂tu‖L∞(L∞(Ω)) + ‖Dtu‖L∞(L∞(Ω))}2. Avecp = 2, q = ∞, (10) permet
pourψ = εm+1 de se ramener à une majoration par‖εm+1‖1,Ω et des termes bornés par l’hypothèse de récurrenc
h h
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Fig. 1. VitessesUd et Ul des fronts dense et léger respectivement selon le paramètre de contraste de densitéα∗ = √
(ρd − ρl)/(ρd + ρl). D est la

demi-hauteur du canal,g l’accélération de la gravité.×, observations expérimentales ;◦, simulations numériques.

Fig. 1. VelocitiesUd andUl of the dense and light fronts respectively versus the density contrastα∗. D is the channel half-depth;g, gravity
acceleration.×, experimental measurements;◦, numerical simulations.

majoration du même terme avecψ = ∇(εm+1
h − εm

h )/�t est plus technique, et fait apparaître la contrainter > d − 2
pour majorer‖εm+1

h ‖1,Ω . On utilise aussi que, pourβ > 0 arbitraire :

A1 =
∣∣∣∣
({

F
(
Φm

) − F
(
Φm

h

)}∇Φm+1,∇ εm+1
h − εm

h

�t

)∣∣∣∣
� β−1

∥∥F ′(Φm
)∇Φm − F ′(Φm

h

)∇Φm
h

∥∥2
0,Ω

∥∥∇Φm+1
∥∥2

0,∞,Ω

+ β−1
∥∥F

(
Φm

) − F
(
Φm

h

)∥∥2
0,Ω

∥∥�Φm+1
∥∥2

0,∞,Ω
+ β

∥∥∥∥εm+1
h − εm

h

�t

∥∥∥∥
2

0,Ω

,

dont le premier terme peut être majoré par(1/β)‖∇εm
h ‖2

0,Ω‖∇Φm+1‖2
0,∞,Ω pourh < h0, en utilisant l’hypothèse d

récurrence surΦm
h . Les termes faisant apparaître les bornes les plus restrictives surr ont la même forme,

A2 = 1

�t

∥∥∥∥(√
F

(
Φm+1

h

) −
√

F
(
Φm

h

))
∇εm+1

h

∥∥∥∥
2

0,Ω

, A′
2 = 1

�t

∥∥∥∥(√
1+ αΦm+1

h −
√

1+ αΦm
h

)
∇em

h

∥∥∥∥
2

0,Ω

,

où em
h = um

h − πS
h u(·, tm), avecπS

h un opérateur de projection deH 1
0 (Ω)d surVh, et imposent de donner une majo

tion eno(�t) de‖Φm+1
h − Φm

h ‖2
0,∞,Ω .

4. Conclusion

L’algorithme présenté ici a permis dans [7] de réaliser les premières simulations numériques d’écoulem
d’échange pour de forts rapports de densité entre des fluides miscibles. Ces écoulements consistent à me
sence dans un canal deux fluides de densité différente, initialement séparés par une paroi verticale. Lorsqu’on
celle-ci, deux courants de fluides dense et léger se propagent respectivement aux parois inférieure et sup
canal, et atteignent des vitesses constantes, respectivementUd et Ul . La Fig. 1 compare observations expérimenta
et résultats numériques pourµ(ρ) et F(Φ) prises constantes, et indique que le système de Kazhikhov–Smagu
approprié pour modéliser ce type d’écoulements et que l’algorithme proposé ici permet d’en approcher la so
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