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Résumé

Dans le papier de Guzy et Point, Differential topological fields, on établit la modele-comp{&@idR)}, de la théorie des
corps différentiels ordonnés valu@¥Fp. Les modéles de cette théorie sont des corps ordonnés différentiellement clos (la théorie
CODF fut étudiée par Singer) qui possédent un sous-anneau non trivial convexe (pour I'ordre) comme anneau de valuation. Nou:
établissons ici I'analogue valué d’un résultat de Singerk sist un modele de€OVF)}, alorsK (i) (i = —1) est un modéle de la
théorie des corps différentiellement clos valués qui est la modéle-complétion de la théorie des corps différentiels non trivialement
valués de caractéristique nulfour citer cet article: N. Guzy, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abstract

Note on differentially closed valued fields.In the paper by Guzy and Point, Differential topological fields, the model-
completion(OVF)7, of the theory of ordered valued differential fiel@/Fp, is established. Models of this theory are closed
ordered differential fields (the theoODF was studied by Singer) which have a non-trivial convex (for the order) subring as
valuation ring. Here we prove the valued analogue of a result of Singgrisfa model of OVF)7}, thenk (i) (i = —1) is a model
of the theory of differentially closed valued fields which is the model-completion of the theory of non-trivially valued differential
fields of characteristic zerdp cite thisarticle: N. Guzy, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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1. Introduction

Soit A un domaine commutatif de caractéristique nulle. xation de divisibilité linéairgl.d. relation) surd est
une relation binairé®(-, -) sur A telle que :

D est transitive;-D(0, 1), compatible aveg- et., notammenD(a, b) etD(a, ¢) impliqueD(a, b + ¢), et pour tout
¢ #0, on aD(a, b) impliqueD(a.c, b.c), et soitD(a, b) ouD(b, a). Une l.d. relationD sur le domaineA induit un
anneau de valuatiof? 4 du corps de fractio’ := Frac(A) de A :

0A={%: a,beA, b#0, D(b,a)}.
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La valuation correspondante, surFrac(A) est définie par :
pour touta,b € A, wvp(a) <vp) < D(a,b).

On a une bijection entre 'ensemble des I.d. relations et 'ensemble des sous-anneaux de vallaaoAd€voir
Section (4.2) dans [3]).

Soit Lp le langage des corps ordonnés valués c'est-aflisgsU {<, D, ¢} ol < est la relation binaire d’ordre
pour les corpsD est une l.d. relation et est le symbole constant qui témoigne d’un élément de valuation non nulle.
Soit L, le langageLp U {D} ou D est le symbole de dérivation. On va s’intéresser aux corps ordonnés values
(K, <, v, c) ou I'anneau de valuation, qu'on note g8k, est convexg@our l'ordre c’est-a-dire il y a une relation de
compatibilité qui s'exprime de la maniére suivante :

Vx,y O<lx| <|yl=D(,x).

Cette Lp-théorie sera noté®VF. Nous savons que I&p-théorie des corps réels-clos valu@gF (voir [1]) est la
modéle-complétion de 14 p-théorie universell©VF.

Dans [2], nous avons établi la modéle-complétiovF);, de laL7,-théorie des corps différentiels ordonnés valués,
notéeOVFp. Cette modéle-complétion consiste eng-théorieCODF (voir [5]) et les axiomes de l1&p-théorie
OVF.

Rappelons brievement I'axiomatisation dedg-théorie(OVF)7, :

— laLp-théorieRVF,

— le schéma d’axiome@®L) pour les corps ordonnés différentiels.
Pour un corps différentiel ordonné val(g, D, <, ¢), le schémaDL) dit que : pour tout polynéme différentiel
f(X) = f*X,X,...,X"™) d’ordre n dansK{X}, pour toute in'K>0, Bag, ..., an € K)(f*(ap,...,ay) =
OA 5 (@0, .-, ) # 0) = (F)(f(2) =0 As7(2) #0A Aig(1z?) — ;| > €))) ou f* est le polyndmef vu
comme polyndéme ordinaire en les variabfesx’, ..., X ets} est la dérivee partielle du polynom& en la
variable non différentiellex ™.

Soit K un modele dgOVF)7,. Nous allons montrer que le corps différentiel vakié) ou i =—1(D(i) =0)
est un modele de la théorie des corps différentiels algébriquement clos valués satisfaisant le schéma dkjomes
(voir Définition 2.1). Ce schém@L) a été introduit dans un formalisme purement topologique dans [2] afin d’obtenir
en particulier la modéle-complétion de la théorie des corps non trivialement valués munis d’'une dérivation (voir
[2, Corollaire 5.2]).

2. Le schéma d’axiomes (DL)

Dans la suite, nous utilisons la terminologie usuelle en ce qui concerne I'algébre différentielle et la théorie de Iz
valuation. Nous désignerons en particulier pate séparant du polynoéme différentiel non rfuen une indéterminée
différentielle etf* sera le polyndme vu comme un polyndme ordinaire en les variabtesx @, ..., X™) ou N est
I'ordre en la variable différentiell& du polyndme différentief .

Rappelons le schéma d’axiomes (DL) dans le cadre des corps différentiels valués.

Définition 2.1. Un corps différentiel valuéL, D, v) satisfait le schém@DL) si pour tout polynéme différentiel
fX)= X, X',..., X™) e O, {X} d’ordren, pour toute € Oy, \ {0},

(Elao,...,otnE(’)K)(f*(ozo,...,oz,,):O/\s}(ozo,...,01,1)750):>

((EIZ)(f(Z) =0Asr(R) #OA /\(v(z(i) — o) > v(e)))).

i=0

Définition 2.2. Soient(L, v) un corps valué etl., w) une extension de corps valué de v). Considérons un élément
[ de L. On dit que!l est infinitésimal par rapporta siv(l) > v(L*) ouv(L*) est le groupe des valeurs de
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Rappelons d’abord un résultat classique d’extension des dérivations qui sera utile dans la preuve de notre théorem

Lemme 2.3(voir Corollaire 1.7 dans [4]) SiV est une variété e/ est une sous-variéte du torseur denotéz (V),
toutes deux définies sur le corps différentiel et W se projettant de fagon dominante skit Si (a, b) est un point
générique de la variét® alors la dérivation dek s’étend en une dérivation dé(a, b) satisfaisantD (z) =

Prouvons maintenant le théoréme précédemment annoncé qui est I'analogue valué du Théoréme de Singe
(voir [6]).

Theoreme 2.4.Soit K un modéle dgOVF)},. Alors K (i) est un corps algébriqguement clos valuée qui satisfait le
schéma d’axiome®L) (K (i) sera donc différentiellement clos vajué

Démonstration. PuisqueK est en particulier un corps réel-clos, on obtient dglg@) est un corps algébriquement
clos valué (puisqu’on peut étendre la valuation a toute extension algébrique d’un corps valué).

Pour quek (i) soit un modele du schéma d’axiomes (DL), on doit montrer qué ) est un polyndme différentiel
d'ordre N & coefficients dan®k ) et (ao, ..., an) est unN-uplet d’éléments d€g ) tel que f*(ao, ...,an) =0
et %(ao,...,a;v) # 0 alors pour touk dansOkq \ {0} il existe un élément dansK (i) tel que f(z) =0 et
/\;V:O vz — aj) > v(e).

SubstituonsZy +i- Z> a Z (ou Z; et Z, sont de nouvelles indéterminées différentielles) et on ¢qit) comme
J1(Z1, Z2) + i - f2(Z1, Z2) OU f1(Z1, Z2) €t fo(Z1, Z2) sont des polyndmes différentiels en les indéterminées dif-
férentiellesZ1, Z,. De méme, pour touf € {0, ..., N}, on peut écrire;; commeb; +i - c; pour certains éléements
b;j,c; dansk . Considérons un élémeaidansOy \ {0}.

Nous prouvons maintenant que la théorie suivante est consistante :

OVFpUD(K) ouD(K) estle diagramme dr, et il existe des éléments, zo tels quefi(z1, z2) = f2(z1, 22) =
et/\J Ov(z(“ bj)>v(e) /\/\/ Ov(z(]) —cj) > v(e).

Des lors la preuve sera terminée. En effet, considérons un mideéle cette théorie. Une copie #&esera contenue
dansK’ En utilisant le fait quéOVF)7, est la modele-complétion de @Fp, on pourra plongeK’ dans un modéle
K de (OVF)},. Puisquek <cy K, il existe donc des élémentg, uo dansk tel que f1(u1, u2) = f2(u1,u2) =0 et
/\/ Ov(u(]) —bj) > v(e) A /\/ Ov(u(]) —¢j) > v(e). En posantt = u1 + i - up € K (i), on en déduit aisément que
F@)=0Asr@) #0AA_gv@® —a;) > v(e).

En effet, cela découle directement de la définitiorydef> et du fait quev () —a;) > mln{v(u(’) b)), v(u(’)
cj)} > v(e).

Prouvons donc la consistance de cette théorie.

Nous allons considérer une extension élémentaire suffisamment saturée de corps ordonnés valués non différentie
(I?, <,0)de(K, <, v). Onvad'abord construire un corps ordonné valuétendan puis on étendra les dérivations
de K a L. Par la saturation d&, il existe 2V éléments algébriquement indépendants et infinitésimaux par
rapport aK qui appartiennent & 'anneau de valuati®g, disonsug, vo, ..., un—1, VN—1.

On définit de nouveaux éléments ete; dansOg pour tout;j € {0, ..., N — 1} de la maniére suivanted;; :=
bj+ujete;:=c;+v;. Déslors, les eléments, e; (i € {0, ..., N — 1}) sont algébriquement indépendants &ur
Maintenant, on considére les polynényé@l) = f*(ao,...,an-1,Z) etg(Z) = f*(dp +ieg,d1 +ie1,...,dy—1+
iey—1, Z) qui sont a coefficients danSg . Alors a, est une racine simple dé(Z). Puisque lesi; ete; sont
infinitésimaux par rapport &, cela entraine que, dalfé(i) glan) > v(K™) etv(g (an)) = v(f'(ay) € v(K(i)¥) =
v(K™) (qui est le groupe de valeurs dg). CommeKk est réel closk (i) est t algébriquement clos et ceci implique
queK(l) est hensélien. On en conclut donc qu'il eX|ste une unique raciné (i) de f(2) satisfaisant(a —ay) >
v(K*) (par le lemme de Hensel). Soietl, ey € K tels quex = dy + iey. On obtient aussi que(by — dy) et
v(cy — en) sont infinitésimaux par rapportig.

Maintenant on va étendre la dérivation Kieau corps ordonné valué engendré par les solutions de nos polyndmes
/1 et f> afin d’obtenir les solutions différentielles requises. Pour cela nous utilisons le Lemme 2.3. Considérons la
variété vV = A2V qui est le locus du pointdo, eo, . .., dy_1,en—1) SUr K (puisque ces points sont algébriquement
indépendants suk) et la variétéW qui est le locus du poindp, eo, . ..,dv—_1,en—1,d1, €1, ...,dN, en) SUTK. Dés
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lors, la varieté¥ est une sous-variété du torseuridequi se projette de fagon dominante $urPar le Lemme 2.3, on
peut étendre la dérivatioP de K 4 K (d, ¢) de telle maniére qu®(d;) =d; 11 et D(e;) = e;1 pour0<i < N. O
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