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Résumé

On présente ici une méthode permettant de minorer le plus petit commun multiple de certaines suites finies d’entiers. Nous
obtenons des minorations efficaces (voir optimales en un certain sens) pour les progressions arithmétiques et des minoratior
moins efficaces (mais non triviales) pour une certaine classe de suites quadratiques.

La derniére partie de la Note étudie I'entier ppgenm + 1,...,n + k) (k € N, n € N*). On détermine pour cet entier, un
diviseurd, ; simple en sa dépendanceetk et un multiplem,, ; simple en sa dépendance et on montre que chacune des
deux égalités : ppct,n+1,...,n+ k) =d, ; etppcnin,n+1,...,n+ k) =m,  alieu pour une infinité de couplé€s, k).
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Abstract

Nontrivial lower bounds for the least common multiple of some finished sequences of integeisle present here a method
which allows to derive a nontrivial lower bounds for the least common multiple of some finite sequences of integers. We obtain
efficient lower bounds (which in a way are optimal) for the arithmetical progressions and lower bounds less efficient (but nontrivial)
for some class of quadratic sequences.

In the last part of this Note, we study the integer {epm + 1,...,n + k) (k € N, n € N*). We show that it has a divisak, &
simple in its dependence onandk, and a multiplem, ; also simple in its dependence anin addition, we prove that both
equalities: lentn, n+1,...,n+ k) =d, ; and lcmn,n + 1, ..., n 4+ k) = m, ; hold for infinitely many pairgn, k). To cite this
article: B. Farhi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abridged English version

loglem({1,....n

The prime numbers theorem (see, e.g., [2]) implies that_limy, o L — 1. This is equivalent to the fol-

lowing statement:

Ve>0,IN=N(s)/Vn = N: (e—¢)" <ppcml,...,n} < (e+¢8)".
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Concerning the effective estimates of the numbers{icm.,n} (» > 1), one has among others, two main re-
sults. The first is by Hanson [1] which shows (by using the development of the number 1 in Sylvester series)
that lem{1,...,n} < 3" for all n > 1. The second is by Nair [3] which proves (by exploiting simply the integral
folx"(l —x)"dx) thatone has lcfd, ..., n} > 2" foralln >7

In this Note, we present a method which allows to find a nontrivial lower bounds for the least common multiple of
n consecutive termé: € N*) of some sequences of integers. We obtain efficient lower bounds (which in a way are
optimal) for the arithmetical progressions (see Theorem 2.4). Besides, we obtain also a less efficient lower bounc
(but nontrivial) for the quadratic sequences whose general term has thedperun(n + t) + b with (a, 7, b) € Z3,
a>5,1r >0, pgcda, b) =1 (see Corollary 2.7).

Our method is based on the use of some identities related to the sequences which we study. More precisely, |
(ai);<; be a given finite sequence of nonzero integers, we seek an identity oﬁygp— ; whereg; (i € I)
andy are nonzero integers. If Icff;, i € I} is bounded (say by a real constaht- 0), one concludes that Ide;, i €
1} > ¢ ¥ (see Lemma 2.1). It remains to check whether this later estimation is nontrivial.

However, the point is that looking for types of the above identities is not easy. Theorem 2.2 stems from concrete an
interesting example of such identities. Though, it is not likewise that we can find other nontrivial applications, than
the ones presented here, for that specific example. In order to have nontrivial lower bounds of least common multipl
for other families of finite sequences, it could be necessary to seek for new identities related to those sequences.

In the last part of this Note, we study the least common multiple of some number of consecutive integers, larger tha
a given positive integer. In Theorem 2.8, we show that the integdrlomt 1, ..., n+k} (n € N*, k € N) has a divisor
dy. i sSimple in its dependence arandk and a multiplen,, , simple in its dependence @n In addition, we prove that
dn x andm, i are optimal in that sens that the equalities{em..,n + k} =d, x and lcm(n, ..., n + k} = m, ; hold
for infinitely many pairg(n, k). More precisely, we show that both equalities are sat|sf|ed at least (whenverifies
some congruence modutd.

1. Introduction

Le théoreme des nombres premiers (voir par exemple [2]) a pour conséquence le fait que
lo cmd, ...
lim gppcml,... n}

n——+00 n

Ce qui équivaut a dire que pour taut- 0, on a :
(e—e)" <ppcml,....n}<(e+e)"

dés que: est assez grand en fonction e
Plusieurs travaux ont porté sur I'estimation effective de I'entier gdcm.,n} (n > 1). Entre autres, le résultat
de Hanson [1] qui montre (en utilisant essentiellement le développement du nombre 1 en série de Sylvester) qt

ppcm{l, ..., n} < 3" pour toutrn > 1 et celui de Nair [3] qui montre (en exploitant simplement I’intégrﬁj&”(l —
x)"dx) que 'onappcrfd, ..., n} > 2" pour toutn > 7.

Dans cette Note, nous presentons une méthode permettant de minorer le plus petit commun multipiende
consécutifs de certaines suites d’entiers. Nous obtenons des minorations efficaces (voir optimales en un certain se
pour le cas des progressions arithmétiques (voir Théoréme 2.4 et les commentaires qui le suivent) et des minoratio
moins efficaces (mais non triviales) pour le cas des suites quadratiques dont le terme général est de lg, ferme :
an(n+1)+ b avec(a,t,b) € Z3,a > 5,1t > 0, pgcda, b) = 1 (voir Corollaire 2.7).

Notre méthode est basée sur I'exploitation de certaines identités liées a la suite que nous voulons étudier. Plus p
cisément, étant donnde;);.; une suite finie d’entiers non nuls, nous cherchons une identité d@geailﬁi =1
oulesg; (i € I) ety sont des entiers non nuls. Si ppgn i € I} estfacilement majorable (disons par un réet 0),
on conclut & la minoration ppc;, i € I} > % (voir Lemme 2.1). Il reste a voir si cette minoration est non triviale.

La recherche des identités du type sus-cité est le point délicat de la méthode. Le Théoreme 2.2 provient d'u
exemple concret et intéressant de telles identités. Cependant, il ne semble pas avoir d’application non triviale aut
gue celles présentées ici. Pour avoir d’autres minorations non triviales du plus petit commun multiple d’'un nombre fin
de termes conseécutifs pour d’autres familles de suites, il faudrait peut étre chercher de nouvelles identités attachée
ces suites.

=1
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Dans la derniére partie de la note, nous étudions le plus petit commun multiple d'un certain nombre d’entiers
consécuitifs, plus grands qu’un entier strictement positif donné. Nous montrons (voir Théoreme 2.8) que le hombre
ppcmin,n+1,...,n+k} (n € N*, k € N) admet un diviseud#,  simple en sa dépendance etk et un multiple
my, i Simple en sa dépendancereroriginalité dans ce résultat est notre preuve du fait@gueetm, ; sont optimaux
dans le sens ou chacune des égalités gpem. , n + k} =d, x et ppcmin, ..., n + k} = m,  alieu pour une infinité
de couplegn, k). Plus précisément, nous montrons que chacune des deux égalités précédentes se reproduit au moit
lorsque(n, k) vérifie une certaine congruence modilo

2. Enoncés des résultats
2.1. Résultats de base

Lemme 2.1. Soient(«;);c; €t(Bi);c; deux familles finies d’entiers non nuls, vérifiant
1 1

aifi v

iel

pour un certain entier non nyk. Alors, le nombrepcm{w;, i € I} - ppcm{B;, i € I} est un multiple de.

Théoréme 2.2. Soit (uy ),y UNE Suite strictement croissante d’entiers non nuls. Alors, pourt@iN*, le nombre
pan'{Mo,~--,un}'ppC”‘{ 1_[ (u,-—u,-);j:O,...,n}
0<i<n, i#j

est un multiple du nombr@eouy - - - uy,).
2.2. Résultats sur les progressions arithmétiques

Théoreme 2.3. Soit (ug) ey UNE progression arithmétique strictement croissante d’entiers non nuls telgseit
premier aveats. Alors, pour toutr € N*, le nombre entieppcm{uo, ..., u,} est un multiple du nombre rationnel

uQ:--Un

n!
Si de plus, la congruenasyu,, = 0 modn!) est satisfaite, on a mém@pcm{ug, ..., u,} = L4,

n!

Théoreme 2.4.Soit(uy),cn UNE progression arithmétique d’entiers, de raison strictement posigteont le premier
termeug est strictement positif et premier avecAlors:

(1) Pour toutn € N, on a:
ppcm{ug, ..., uy} = uo(r + 1"t
et si de plus: est un multiple dér + 1), on a méme
ppcm{uo, ..., u,} > uo(r +1)".
(2) Pourtoutn € N, on a:
ppcmiuo, ..., un} = r(r +1)" 1.

(3) Pourtoutn € N, on a:

ppciug, ..., un} > e+ -

n+1

(4) Pour toutn € N satisfaisant: > uo — ¥31, on a:

1
ppcmuo, caey I,{n} > _\/;(r + 1)n_1+uo/r.
T
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Conjecture 2.5. Dans la situation du Théorén®4, on a pour tout: € N :

ppcmuo, ..., un} = uo(r +1)".
Commentaires :

1) La Conjecture 2.5 améliore le point (1) du Théoréme 2.4, qui affirme d’ailleurs qu’elle est vraie dans le cas
particulier oun est un multiple dér + 1). Cette méme conjecture entraine aussi le point (2) du méme théoréme.
2) Les minorations des points (1) et (2) du Théoréme 2.4 peuvent s'assembler pour donner la minoration :

ppcMuo, . . ., un} = maxXuo, r}(r + 1)" L.

Cette derniére minoration est équivalente a la série de minorations :

r+1" 1 (keN).

ppcm{uo, ..., u,} = Hk
k+1

3) Les points suivants sont faciles a vérifier :
e La minoration proposée par la Conjecture 2.5 est optimale en I'expasiat- + 1).
e La minoration du point (2) du Théoréme 2.4 est optimale en I'expagantl) de (r + 1).
e Pour les petites valeurs deen fonction de- (plus précisément, lorsque< %r logr), la minoration du point
(3) du Théoréme 2.4 améliore celle du point (2) du méme théoréme.
e Lorsquer <« ug, la minoration du point (4) du Théoréme 2.4 entraine toutes les autres minorations du méme
théoréme, ainsi que la minoration de la Conjecture 2.5.
4) Les points suivants étudient I'optimalité du point (4) du Théoréme 2.4. Leurs démonstration (assez technique) e
basée sur une construction de progressions arithmétiques particuliéres.
o Le coefficient—% affecté & qui apparait dans la conditiorm<« ug — 3’—;1 » du point (4) du Théoréme 2.4 est
optimal.
e La constante absolue optimalepour laquelle I'assertion :

«Pour toute progression arithmétique,), comme dans le Théoréme 2.4 et pour tout entier positf

up— 3, ona:

ppcmiuo, ..., un} = C/r(r + 1)n—l+uo/r »

est vraie, vérifie :
1 3

—<C< <.

T 2

e Plus généralement, étant domage N, la constante optimal€ (ng) (dépendant uniquement @g) pour la-
quelle I'assertion :

«Pour toute progression arithmétiqyey); comme dans le Théoréeme 2.4 et pour tout entiep

max{no, uo — 251}, ona:

pPCM{uQ, . .., up} = C(no)/r(r + 1)~ 1tuo/r

est vraie, vérifie :
1
- < C(ng) <4(ng+4)\/no+4.
2.3. Résultats sur les suites quadratiques

Théoréme 2.6. Soitu = (u )y UNe suite d’entiers relatifs dont le terme général est de la farme
up=akk+1t)+b (VkeN),

avec(a,1,b) € Z3,a > 1,1t > 0etpgcda, b} = 1.
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Soient aussin etn (avecm < n) deux entiers positifs tels qu'aucun terme(m < k < n) de la suiteu ne soit nul.
Alors le nombre entieppcm{u,,, ..., u,} est un multiple du nombre rationnel
2u0 e Up
Aut,m,n) =1 (@

@m+1t— 1! ?é;’j;! sinon.

si (¢, m) = (0,0),

Corollaire 2.7. Soientu = (ug);cn UNe suite d’entiers relatifs comme dans le Théor@rB@récédent ek un entier
strictement positif. Alors, si le@ + 1) premiers termesy, ..., u, de la suiteu sont tous non nuls, on:a

n
a
2b| = sit =0,
<4)
b (a\" .
— = > 1.
t2f<4> sit>1

2.4. Résultats sur le plus petit commun multiple d’un nombre fini d’entiers consécutifs

ppcmuo, ..., up} =

Théoréme 2.8. Pour toutk € N et toutn € N*, le nombreppcm{n, n + 1, ...,n + k} est multiple de I’entien(”zk)
et divise I'entier ("F*)ppem((§). (5). ---. (})}. De plus:

— sila congruence:(n + k) = 0 modk!) est satisfaite, on a
k
IOIDCmn,nJrl,...,nJrk}=n(n;€r )

— et silacongruence + k + 1= 0 modk!) est satisfaite, on a

pPCYT{n,n—i—l,...,n—i—k}:n(n:k)ppcrn{(g), (i) (Z)}

De ce théoréme s’ensuit assez facilement I'encadrement bien cdnhucpem(d, ..., n} < 4"~ (pour tout
n € N*).

3. Une esquisse de la preuve de nos résultats

Le Lemme 2.1 est immédiat. Le Théoréme 2.2 est une conséquence directe de I'application du Lemme 2.1 ¢
lidentité :

"1 1 1
> ~ = :

jzouj Hogign,i;sj(”i_uj) ug---Un

qui s’obtient en substituant par 0 dans la décomposition en éléments simples de la fraction rationnele
(x+uo)»:-lh-(x+u,l)" . L. . . i L. . . i

La premiere partie du Théoreme 2.3 est une application directe du Théoréme 2.2, quant a la deuxieme partie
du méme théoréme (prouvant I'optimalité de la premiére partie), elle s’obtient en montrant d’abord I'implication
«uou, =0 modn!) = ug =0 modn) A u,, =0 modn) », puis en manipulant les congruences modulet u,,.

Le Théoréme le plus important 2.4 s’obtient de la maniére suivante :

On part du fait que ppcftao,...,u,} est multiple de ppchug,...,u,} pour toutk € {0,...,n} et que
(d'aprés le Théoreme 2.3) ce dernier nombre est multiplede- % Par suite, pour tout & £ < n, on a
ppcm{uo, ..., u,} > vi. Lidée consiste a choisir I'entier (en fonction des, r etug) qui maximise (ou presque) la
quantitévy. Ainsi, la minoration du premier point du Théoréme 2.4 s’obtient en prehaﬂ{’%l + 1] (lorsquen

r+1
est quelconque) ét = ;7 (lorsquen est multiple de(» + 1)) et la minoration du quatrieme point du méme théo-

reme s’obtient en prenantl’entier positif le plus proche du réé?l*%. Quant aux minorations des points (2) et
(3) du Théoréme 2.4, elles s’obtiennent pour des valeurs non explicitesetles proviennent plus exactement des
minorations des moyennes arithmeétiques des deux suites (inlgS <, €t (Vi) 1<k<n, k impair-
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Le Théoréme 2.6 est une application directe du Théoréme 2.3 et le Corollaire 2.7 provient du Théoréme 2.6 et de
majorations simples de coefficients binomiaux.

Pour ce qui concerne le Théoréme 2.8, le fait qdg k= n("}*) soit un diviseur optimal de ppcm, ..., n -+ k} »
est une conséquence immédiate du Théoréme 2.3 et le faitgpe = n(”zk)ppcn{(g), e, (i)} soit un multiple de
ppcmin, ..., n+k} » s’obtient assez facilement en utilisant une simple propriété des coefficients binomiaux. L'optima-
lité dem,, ; est un point réellement délicat du théoréme. Pour le prouver, on est amené a étudier la suite d’application
(80) e :N* — N* définie parg, (n) := % (pour toust € N, n € N*). On a montré quég,), satisfait la
relation de récurrence :

ge(n) = pged €1, (n + )ge—1(m)}  (pour tout(¢, n) € N*?)
qui, une fois itérégk — 1) fois en partant de; (n), donne, sous I'hypothése+ k£ + 1 = 0 modk!), le résultat
ppcmn, ...,n+k} =m, .
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