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Résumé

L'objet de ce travail est d'étudier un systéme non linéaire modélisant un écoulement de fluide non newtonien, solution aqueuse
de polymeres. On s'intéresse ici a I'existence de solutions faibles pour le probléme stationnaire dans un ouvert borné ou extérieu
du plan. Une premiére difficulté tient au fait qu'on cherche celles-ci dans I'espace naturel fourni par les équations d’énergie, ce qui
se complique encore lorsque le domaine est non borné. La seconde est due au fait que, dans les équations, le terme de viscosité
de dérivée d’ordre 2, alors que le terme non linéaire est d'ordPel8. citer cet article: C. Amrouche, E.-H. Ouazar, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Weak solutions H? for a non-Newtonian fluid model. This Note is devoted to the study a non-linear system modelling a flow
of a non-Newtonian fluid, namely aqueous polymer solutions. In the present work, we prove a theorem on the existence of weak
solutions for the steady-state problem in a bounded or exterior plane domain. A first difficulty is due to the fact that we search
these solutions in the natural space given by the energy inequalities. The second difficulty stems from the fact that the non-linea
term involves a third-order derivative, whereas its elliptic term is only a Laplace opeTataite this article: C. Amrouche,
E.-H. Ouazar, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Abridged English version

It has been experimentally established that if we added to a viscous fluid, which moves around a body, a very
small quantity of special polymer substances, without changing the density and the viscosity of the fluid, then the
motion of the fluid in a boundary layer will be significantly affected and the frictions resistance of the moving body
will decrease [6]. The comparison of the physical characteristics of water and weak aqueous solutions of polymers
shows that for practically identical values of the density and viscosity, these fluids differ sharply in their relaxational
properties. The equations modelling the motion of a steady-state (we are not interested here by the evolution problemn
have the form (1) with the incompressibility condition (2) (the bold notations are reserved for vector functions). Instead
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of classical boundary-conditions, here we consider in (3) the slip conditions for the velocity and Dirichlet condition
for the vorticity. This model is very close to fluids of grade 2 in (4), for which existence resuls(@?) solutions

are obtained, with Dirichlet boundary-conditions for the velocity, in dimension 2 (cf. [5]), whenbounded and for
external forcesf belonging toL2(£2) with the vorticity of £ in L2(52). In the case of a three dimensional exterior
domain, we recall the result obtained for the fluids of grade 2 by [4], when the external fpraes sufficiently

small for the normH?2(2) N L%°(£2). To our knowledge, the problem of existence of solutionsifis2) for data

f € L2(£2) is still open. In this paper, we show an existence resuli®fs2) solutions for the system (1)—(3), not
depending on the size of the data.

1. Introduction

Il a été constaté expérimentalement que si I'on ajoute une petite quantité d’'une substance de polyméres dans
fluide visqueux en mouvement, sans changement de densité ni de viscosité, il apparait un phénoméne de coucl
limites [6]. Une comparaison des propriétés physiques de I'eau et d’'une solution agueuse de polymeres montre qu
pour des valeurs trés voisines de densité et de viscosité, ces deux types de fluides possédent des propriétés de relax:
tres différentes. Les équations modélisant I'écoulement stationnaire (on ne s’intéresse pas ici au probléme d’évolutio
sont de la forme :

—vAu+u-Vu—aAu)+Vr = f dansg2, ()
avec la condition d'incompressibilité :
divu =0 dans, (2)

(les notations en gras désignent des quantités ou des espaces a valeurs vectorielles). Ici, au lieu de conditions :
limites classiques d’adhérence a la paroi, nous prenons les conditions de glissement pour le champ de vitesse
d’adhérence a la paroi du tourbillon :

u-n=0,rotu=0 surl. 3
Ce modeéle est trés proche de celui des fluides de grade 2 :
—vAu +rotlu —aAu) xu+ Ve = f danss? 4)

pour lequel des résultats d’existence de solutions, avec des conditions aux limites de type Dirichlet sur la vitesse, o
été donnés en dimension 2 dat3(s2) (voir [5]), lorsques2 est borné et pour des forces extérieufedansL 2(£2)

avec le rotationnel d¢ dansL2(£2) (voir aussi [2] et [3]). Dans le cas du domaine extérieur en dimension 3, on peut
citer le résultat obtenu, toujours pour les fluides de grade 2, par [4] lorsque les forces extéfisonesuffisamment
petites pour la normel2(£2) N L%5(2). A notre connaissance, le probléme d’existence de solutionsH&(3)

pour des donnéeg e L2(£2) reste ouvert.

L'objet principal de ce travail est de montrer que pour le systeme (1)—(3), il y a bien existence de solutions faibles
H2(£2), et ce indépendamment de la taille des données, ce qui sera fait dans la Section 2. La Section 3 est consacré
cas ous2 est un ouvert extérieur et 'usage des espaces de Sobolev avec poids va s'y avérer précieux.

Nous introduisons maintenant les espaces fonctionnels. On commence par définir 'espace

V={veH'(2), Avel?), dvv=0dans®2, v-n=rot v=0surl"}
qui est un Hilbert pour le produit scalaire
((u|v))y = (Vu, Vv)]}((z) + (Au, Av)LZ(Q)’

ou la notation(u, v) désigne le produit scalaire dah3(s2).
Pour I'étude du probléme extérieur, on définit pour tout entier positt tout réekx I'espace :

Wm2(2) = u e D'(2); VaeN? O< A <k, p* " M(gr) ™D u e L3(2);
VieNZ k+1< Al <m, p* "M DMy e L2(2)), (5)
ou

p=A+r>Y2 et lgr=In2+r?
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et
_ -1 sie¢{0,...,m—1},
k_k(m’a)_{m—l—ot, sie¢e{0,...,m—1}.

C’est un Banach réflexif pour la norme du graphe :

1/2
— — 2 —
||u||Wg,z(m=( Yo et agn Tt ulfa g + Y I '"*'*'D*uuiz(m) :
O<IA <k k1A Sm

On définit aussi la semi-norme :

1/2
| lym2gg) = ( > ||p°‘D*u||iz(9)) :
[A|=m

Les poids dans la définition (5) sont choisis de telle sorte que les espaces correspondants satisfont deux propriété
D’une part, les fonctions d®(£2) sont denses daﬂ&s’&”*z({z). D’autre part, soiy’ =inf(q, m — 1), oug est le plus

haut degré des polyndmes contenus dmjéz(fz). Alors la semi-norme - @) definit surWQ"’Z(Q)/Pq/ une

norme qui est équivalente a la norme quotient.

On pose :

W2(2) = {ve WhA(R); yov=0, y1v=0, ..., ym_1v=0}. 6)

|W&n,2

On peut montrer qu®(£2) est dense danﬁfgf'z(fz) et donc son espace duan,:g”’Z(Q), est un sous-espace de
distributions. De plus, la semi-norrmelwm,z(m est une norme SUIV&"’Z(.Q) qui est équivalente a la norme compléte

[l ”W;"’(.Q)-

2. Existence de solution dans un ouvert borné

Soit £2 un ouvert borné connexe d&?, de class&€%1. Nous notons pary, ..., I', les composantes connexes
der, Iy étant le bord de la composante connexe non born@? des2. On supposera également gesimplement
connexe ou2 convexePour f donnée, on cherch@, =) solution du probléeme not® :

—vAu+u-Vu—alAu)+Vr=f dans 2,
divu=0 danss2, (P)
u-n=0, rotu=0 surl.

Théoréme 2.1.Pour tout f € L2(£2), le probléme(P) posséde au moins une solutian ) € V x L2(£2), satisfai-
sant I'estimation

lully < ClIfllL2).
De plus,u vérifie I'inégalité d’énergie

v/(|Vu|2+ |Au|?) dx g[f-(u — Au)dx.

2 2

Démonstration. Notons d’abord la caractérisation suivante :

V ={veH*), dvv=0dans2, v-n=rotv=0surl"},

ou l'identité est algébrique et topologique (on utilise ici la régulat?é de2). O
2.1. Existence de solutions approchées

Pour chaque entien > 1 on définit une solution approchée du problé&tRe par :
m

um:Zgjmwja 8jm eR,
j=1 (Pm)

V(Vum,vwl) _b(un’hw]’um _aAum) Z(f,w]), ]:15 cee,m,
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ou les fonctiongw ; } ;e forment une base hilbertienne #eet satisfont :

—Aw;=pjw; et divw;=0 dans?,
w;-n=rotw; =0 surrl,

et {u;j}jen, avecu; > 0 est une suite de reels avag — 4-o0o. L'existence deu,, se déduit d’'un corollaire du
théoréme du point fixe de Brouwer, ou la relation spécifique a la dimension 2 :

YuecV, bu,u,u)=bu,u, Au)=0 (7
joue un réle fondamental, duest définie par (avec la convention de sommation implicite sur les indices répétés) :

a .
b(u,v,w):/ujiwidx.
2 3)6j

2.2. Estimations et passage a la limite

Gracea(7),ona:
VIV l720) = (f ) 120)- (8)
De l'inégalité de Poincaré pour les fonctionstd&(2) & trace normale nulle au bord : on obtient I'estimation :
lumll gy < CIf Nl L2s2)-

Nous allons maintenant chercher une seconde estimation. Pour cela mult{@jphpargjm%, et sommons suj
J
de 1 am. Alors,

V(Aup, Aupm) 20y + b(upy, Ay, uy —aluy) =—(f, Auy).
Le second terme du premier membre étant nul, on a donc

V(Aup, M) 20y = —(f, Aup). 9)
On déduit de (8) et (9) que

vi[Aum 20y < 1 f 2y €t lumlly < Cllfllz20)-
Quitte a extraire une sous-suite, notée enagreon a :

u, —u dansV faible (10)

et on peut vérifier facilement que div= 0 danss2 etu - n = rotu = 0 surI". Linjection compacte dé72(£2) dans
H1(2) et les estimations précédantes permettent de faire le passage a la limite et d’obtenir

YveV, v(Vu,Vv)—>bu,v,u —alAu)=(f,v).

Lexistence der € L?(£2) se déduit enfin du théoréme de De Rham, ce qui termine la démonstration.
3. Existence de solution dans un ouvert extérieur

Nous allons maintenant résoudre le probl&tRe dans le cas o8 est un domaine extérieur de clage! deRR2.
Nous avons besoin d'introduire 'espakés2) = L2(2) N Wo_l’z(Q), qui est un Banach pour la norme

)1/2

)

— 2 2
1y = (IIfIILz(Q) + IIfIIWO_;L,z(Q)
et dans lequeD(£2) est dense (voir [1]). On commence par donner le
Lemme 3.1.Soit f € L2(£2) N Wo’l’z(.Q) tel que

Tr(1) = kli_)mOO/ forde =0, avec lim g =1 dansw;2(2). (11)
2
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Alors, il existeu Hé(Q) vérifiantdivu = f danss2 et tel que

Il 1oy < C(1f Nl 2oy + ||f||W61.2(_Q))-

Démonstration. L’hypothése (11) ayant lieu (noter q@¥$2) est dense daﬂé’&’z(fz)), on montre I'existence d’'une
fonctiony € Wa%(2) N WZ%(£2), solution de

—Ay =f danss2, E;—w =0 surl, (12)
n

unique a une constante additive pres, vérifiant I'estimation

Il est clair queVy € H1(£2) et son flux & traverg™ est nul. On peut construire alors une fonctigne H(£2) avec
suppvg compact et telle que

divip=0 dans? et vo=-Vy surl.

La fonctionw = —V¢ —vg € Hé(Q) répond & la question.O

Théoréme 3.2.Soit
fel?2(@)nWyb2(@), vérifiantT; (1) =0, i =1,2.
Alors, le probléem&?P) posséde une solutiane Wé’Z(Q) ﬂWS’Z(SZ) vérifiant I'estimation

Démonstration. (i) On montre d’'abord que si € W&'Z(Q) avecu = 0 sur I" et tel queAu € L?(£2), alors,
ue WOZ’Z(Q) et vérifie I'estimation

lullyzzig) < CE2)(lullyrzig) + 1 Aull2(g)).
On étend ensuite ce résultat aux champs de veclearWEf(Q) tel que Au € L2(£2) et satisfaisant - n = 0 et

rotu =0surl".
(i) Pour chaque = 1, 2, il existe grace au lemme précéddhte Hé(.Q) tel que divF; = f; danss2 et satisfaisant

1Fill gro) < C(Q)(IIfIILZ(m + ||fI|W0—1,2(m)-
CommeD(£2) est dense danHol(Q), Soit (F!"),, une suite deD(2)? telle que
F" — F; dansH(£).

Posonsf" = divF}" et K" = supp F/". Il existe donc une suite croissante de réels posits), telle que
lim,, 00 R = 400 et telle queky' U KJ' C B, ou B, est la boule de centre I'origine et de ray@p,. Posons
2, = B, N £2.0n sait, d'aprés le Théoréme 2.2, qu'il exisie,, 7,,) € V (£2,,) x L?(2,,) satisfaisant

—vAu, +uy -V, —alAuy) + Vr, = f™  danss2,,
divu,, =0 dans$2,,,
u,, -n=rotu,, =0 surly,,

ou I, estla frontiére de?2,,. On montre ensuite que :

V(”V”m”LZ(Qm) + ”Aum“LZ(Qm)) S Clfllys)- (13)
Posons maintenant, pourassez grand,, = u,, danss2,, eti,, = 0 en dehors d&,,. Soity € C*(RR?) une fonction
telle que

vxeR?, 0<y@x)<1l, ¥ =0 silx|>1 et y=1 silx|<

NI =
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Posonsy,, (x) = ¥ (2-), pourm entier strictement positif, at,, = v,,it,,. Alors
IVl 2(2) + 1AV L2(2)) < ClLf v @),
c'est-a-dire que,
v,, est bornée dan\A/(l)’z(Q) N WS’Z(.Q). (14)

On peut donc extraire une sous-suite, notée enggreelle que

v, —~w danswWg?(2) et Vv, —~Vw dansH(f),

avec
w-n=0 et row=0 surl.

Maintenant, notons que,, vérifie :
—VAV, + 0y, - V(U —aAvy) + Vi, = f danss2, s,
divv,, =0 dans®,, .

Soitg € D(2)?; il existe N € N tel que supg C 2y et pour tout entiem > 2N, on a

U/va-V(pdx—i-b(vm,(P,vm—OlAUm)=/f"de~
Q 2

L'injection de H1(£2y) dansL?(£2y) étant compacte, on peut passer a la limite pour obtenir :

v/Vw-V(pdx+b(w,<p,w—aAw):/f-(pdx.
o 2

A la différence du cas borné, on déduit enfin du théoréme de De Rham I'existence ﬂ%c([z) seulement, ce qui
termine la démonstration.O
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