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Résumé

Soit une suite exacte équivariante dealgebres séparabl&/2Z-graduées, admettant un relevement complétement posi-
tif gradué (non nécessairement équivariant) de norme 1. Nous utilisons la ngt&tiéGn pour un groupe de transformation
topologique moyennable au sens d’Anantharaman-Delaroche. Nous établissons un isomorphisme concernant le bifoncteur equi:
variant de KasparoRKK g (X; —, —). Cetisomorphisme ek -théorie, permet d’étendre la semi-exactitude du cas des algébres
propres (cette derniére est analogue a celle obtenue par Skandalis dans le cas non-equivariant) a celui des actions moyennable
En particulier, nous nous plagons dans un cas important, celui des déplacements hyperboliques de la géométrie de Poincaré
Lobatschevsky sur le disque unifur citer cet article: D. El Mordli, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Half-exactness of the Kasparov eguivariant bifunctor for amenable actions. Consider an equivariant extension of graded
separablé&;-algebras which admits a completely linear positive, grading preserving cross section (not necessary equivariant) of
norm 1. We denotéX, G) an amenable topological transformation group in the sense of Anantharaman-Delaroche. We establish
an isomorphism concerning the Kasparov equivariant bifurlRtK ; (X; —, —). This isomorphism irK -theory, allows one to
extend the half-exactness from the case of the proper algebras (which is analogue to the one obtained by Skandalis in the non:
equivariant case) to the case of amenable actions. In particular, we will place ourselves in a significant case, that of hyperbolic
displacements of the Poincaré—Lobatschevsky geometry on the uniffdisite this article: D. El Mordli, C. R. Acad. Sci.
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Abridged English version

Let G be a locally compact topological group aida locally compact topological space. We shall denote by
C(X) the algebra of continuous functions &nvanishing at infinity.

In this Note, we usgX, G) to denote an amenable transformation group of the sense of Anantharaman-
Delaroche, i.e., there is a n@t:; );c; of continuous maps — m; from X into the space of probability measures
provided with weak topology such that lins - m; — m} |1 = 0 uniformly on every compact of x G [1, Defin-
ition 2.1]. We callG-C (X)-algebra anyG-algebraA provided with a non-degenerated representatio@ @f) on
the centeriZ (M (A)) of the algebra of the multipliers of, such thate(fa) = g(f)g(a), forall f e C(X),g€ G
anda € A (cf. [4,7]). A C(X)-algebraA is then provided with a structure of BanachX)-module such that
C(X)A = A. A G-algebra is proper if it is &-C(Y)-algebra for some propeF-spaceY. In [6], Kasparov as-
sociates to any paifA, B) of 7Z/27Z-gradedG-algebras, an Abelian group not&Kg (A, B). It is shown that

an extension ofG-algebras 0 I - AL A/l — 0, with a completely positive and equivariant cross-section
s:A/I — A, gives rise to six-term exact sequences:

KK (A/I, B) > KKG(A, B) > KKg(I, B)
@ 1 ls
KKL(1,B) <— KKL(A, B) <— KKL(A/L, B)

KKG(B, 1) —*> KKg(B,A) 2> KKG(B, A/I)
bt | v
KKL(B, A/I) <= KKL(B, A) <~ KKL(B,I)

for any algebraB. This important property of equivariaitk-theory was established in [2]. Already in the non-
equivariant case, it is, in general, necessary to have the completely positive cross-section (see [10]), but it was a
guestion if it was necessary that the completely positive cross-section has to be equivariant. This question has beer
addressed in [9] and patrtial results — all indicating that equivariance may not be necessary — have been obtained ir
[3,2,9]. The purpose of this note is to prove that equivariancei®in fact not necessary in the case of amenable
actions. Such exact sequences, if they exist, can be used to build elements of Kasparov equivariant theory. Kasparo
defines on the category of-C(X)-algebras, a bifunctoRKK; (X; —, —) (cf. [6]). When the spacd is trivial,
we find the bifunctoKK s (—, —). When we consider thé-C (X)-algebrasA = A1 ® C(X) andB = B1 ® C(X),
we denoteRKKg (X; A, B) by RKK(X; A1, B1). In[8], itis shown that, ifA; ® C(X) is proper and nuclear, the
exact sequence (b) for the groRiXK s (X; A1, B1).

For two G-algebrasA and B, and(&, ) a Hilbert equivariantA, B)-bimodule, we noté€&,4, 74) the Hilbert
equivariant(A, B)-bimodule(A ®4 £, 1 ® 7). Suppose that is proper. Let us take again the construction of [8,
Proof of Proposition 5.7]. We see then ti€at is a direct summand 4 ® L2(G). Thus, if B is proper,B is a
direct summand oB ® L2(G). Thené, = E4 Q3 B is a direct summand a4 ® L2(G). We shall use this result
by adapting the method of Skandalis in [10], to show the following:

Proposition 0.1. Let G be a second countable locally compact group. Let A and B be separable graded G-al-

gebras. Let I beagraded ideal of A and 0 — I LAk A/I — 0 ashort exact sequence. Assume that thereisa
completely positive cross-section s : A/I — A (not necessary equivariant) of norm 1. If A or B is proper, then the
sequences (a) and (b) are exact.

Tu shows in [11] that, if we have an amenable transformation g¢&ur), then there exists a metrically proper
action of G by affine isometries on the constant field of Hilbert spaces with fithee= Ho = L?(G) ® I2(N).
Higson and Kasparov have defined in [4, Section 4] a separable nuclear graded algebtd (#htedNVe note
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Ax (H) the field of C*-algebras(A(H,), X). Since all the fibers are isomorphic wit(Hp), and by using the
Dauns—Haufmann’s theorem, we ha¥e (H) = C(X) ® A(Hg), more than that, it is proper, separable, nuclear
and graded algebra. In [11], Tu constructed ‘dual Dirac and Dirac elements’ by exhibiting the elemggts of
RKKg(X; C(X), Ax(H)) anday € RKKg(X; Ax (H), C (X)), which correspond to the constructionfintheory

of [4], he proved also that the product of Kaspaﬂ;y@AX(H) ay is equal to E(x) in RKKg(X; C(X), C(X)).
Applying the natural homomorphisrax 4 given in [7, Lemme 2.19], we find two elemenés 4(ax) in
RKKg(X; Ax(H) ®cx) A, A) andox 4 (Bx) in RKKG(X; A, Ax (H) ®c(x) A). Finally the isomorphism

(©) RKKG(X; A, —) ~ RKKg (X; A®cx) Ax (H), —)

exists becausg = UX,A(:BX)®AX(H)®C(X)A ox.a(ax) = 14. This isomorphism and the existence of exact se-
quences for the proper algebras allow to extend the hexagonal exact sequences to amenable actions.

Theorem 0.2. Let (X, G) be an amenable transformation group. Let 0 — 7 — AL A/I — 0 be an extension
of graded separable G-algebras. Assume that p admits a completely positive, grading preserving, cross-section
s:A/I — A (not necessary equivariant) of norm 1. Then, if A (resp. B) isa C(X)-algebra then the sequence (a)
(resp. (b)) is exact.

1. Introduction

SoientG un groupe topologique localement compatt,in espace topologique localement compact séparé. On
noteC(X) l'algébre des fonctions continues sximulles a 'infini.

Dans la présente Note, nous utilisoi#s, G) pour designer un groupe de transformation topologique moyen-
nable au sens d’Anantharman-Delaroche (cf. [1, Définition 2.1]). Rappelons cette définition : étant donné un groupe
de transformatior{X, G), on dit que(X, G) estmoyennable en mesure s'il existe une suite généralisée:;);;
d'applications continues — m; de X dans I'espace de mesures de probabilitéununi de la topologie faible,
telles que lim||s - m7 — m]*||1 = 0 uniformément sur tout compact déx G. On appelleG-algébre uneC*-
algébreA sur laguelleG agit continlment (en norme) par automorphismes. On rappelle les définitions suivantes
(cf. [4,7]) : on appelleG-C (X)-algebre toute G-algébreA munie d’une représentation non dégénéré€ g€) sur
le centreZ(M (A)) de I'algébre des multiplicateurs de tel queg(fa) = g(f)g(a), pourtoutf € C(X), g € G et
a € A. Une(C(X)-algébreA est donc munie d'une structure d€X)-module de Banach telle que I'on ait, on outre,
C(X)A = A. UneG-algeébreA pour laquelle il existe ud;-espace propré tel queA est uneG-C(Y)-algebre est
dite propre. Remarquons qu'’il existe une certaine liberté dans le choix de I'espace

Kasparov associe a toute paii#, B) de G-algébresZ/27Z-graduées, un groupe abélien n&t€; (A, B), il
a aussi défini sur la catégorie désC (X)-algébres, un bifoncteuRKK g (X; —, —) (cf. [6]). Lorsque I'espace
X est trivial, on retrouve le bifonctelKs(—, —). Si on considere le§-C(X)-algébresA = A1 ® C(X) et
B = B1 ® C(X), on désigneRKK;(X; A, B) parRKK(X; A1, B1). On propose d’étudier le comportement du
bifoncteur ainsi défini vis-a-vis des suites exactes.

Soit(E):0—> > A LS A/I — 0 une suite exacte équivariante@ealgébres telle qug admet un relevement
compléetement positif (non nécessairement équivariant) de norme 1. On va établir I'exactitude des suites exactes
hexagonales (a) et (b) ; données ci-dessus, pour les actions moyennables en se basant sur le méme résultat po
les actions propres. On note paf) (resp.(b’)) la premiére ligne de la suite hexagonéde (resp.(b)). De telles
suites exactes si elles existent, peuvent étre utilisées pour construire des éléments de la théorie de&asparov
équivariante. Le comportement #&K vis-a-vis des suites exactes a fait I'objet de nombreuses études. Dans
[10] Skandalis montre que les fonctel¢K (B, —) et KK(—, B) restreints aux algébres/2Z-graduées tel que
la suite (E) admet un relévement complétement positif de I'applicatiorsont semi-exacts. Dans [2], Baaj et
Skandalis montrent que 6 est moyennable discret et4y I est nucléaire, on a les suites exactes hexagonales (a)
et (b). Les mémes résultats sont obtenus par Maghfoul (cf. [9]) pour les groupes localement compacts fortement
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moyennables el -théorie. Dans [8], on a, si1 ® C(X) est nucléaire propre, la suith) est exacte pour le
groupeRKK (X; A1, B1). On s'inspire, dans notre situation, d’'idées de [10,8,9]. On établit les suites exactes (a)

et (b) pour les algébres propres. On se sert, des résultats de [4,11] pour construire une algébre non-commutative
nucléaire séparable propfeg 2Z-graduée, que I'on notetdx (H), et on montre I'isomorphisme) ci-dessus. Cet
isomorphisme erK -théorie et I'existence des suites exactes pour les algébres propres permettent alors d’étendre
les suites exactes hexagonales (a) et (b) aux actions moyennables.

2. Suitesexactesen K-théorie bivariante pour lesalgebrespropres

SoientA, B deuxG-algébres séparable/27Z-graduées, etf, =) un (A, B)-bimodule Hilbertien équivariant.
Onnote(£4, 4) le (A, B)-bimodule Hilbertien équivariantA ®4 £, 1 ® ). Supposons qua est propre, repre-
nons la construction de [8, Démonstration de la Proposition 5.7]. Dans c& Gt proprement sur un espace
localement compadt. Il existe alors une fonction de couputeY — R continue. Puisqué& agit par transla-
tions & gauche sut et diagonalement s (Y) ® L2(G), on associe & une isométrigs-invarianteVp: C(Y) —
C(Y) ® L%(G) définie pour toug € C(Y), y € Y, g € G par la formule(Vo(£))(y, g) = £E(y)(C(g~1y) Y2, on
écrit A = C(Y) ®c(r) A etA ® L%(G) = (C(Y) ® L%(G)) ®c(y) A. LapplicationV = (Vo ®c) ) ® 1:E4 —
E4 ® L2(G) définit un élément d&€(E4, £4 ® L2(G)) et est de plus une isométrig-invariante. Comme I'action
deC(Y) est centraley entrelace les actions de Ainsi £4 est un facteur direct d&4 ® L2(G). Si B est propre
alorsB est un facteur direct dB ® L2(G). Doncé, = £4 ®p B est un facteur direct d& ® L2(G). On en déduit
la proposition suivante :

Proposition 2.1. S A ou B est propre, alors £4 est un facteur direct de £4 ® L2(G).

Proposition 2.2. Soient G un groupe topol ogique localement compact, A et B deux G-algébres séparables 7. /27Z-

graduées, I unidéal bilatéreferméZ/2Z-graduéde A, et0— I - A L A /I — Qunesuite exacte équivariantede
G-algébrestelle que p admet un rel évement complétement positif s (non nécessairement équivariant) de norme 1.
S A ou B est propre, alorsles suites (&) et (b') sont exactes.

Démonstration. Nous allons tout d’abord démontrer le lemme suivant.

Lemme 2.3. Soient G1 et Fy dans L(E4) telsque (E4, G1) € EG(A, B), (Ea, F1) € Dg(I,B) et I - (F1 — G1) €
K(Ep). Alorslaclassede (€4, G1) dansKKg (A, B) est dans Im p*.

Démonstration. D’'aprés le théoreme de Stinespring généralisé par Kasparov (cf. [6]), il existe-randule
Hilbertien & et un x-homomorphisme non équivariant: A/I — L(A & &) tel ques(a) = Qr(a)Q pour
touta dansA, ou Q:A & & — A est la projection naturelle sur le premier facteur diréctOn remplacey
par le I-module Hilbertien engendré p&l — Q) (a)é |a € A/1, £ € A}, que I'on note&). Montrons qu'il
existe(£, F) € Eg(A/I, B) tel que[p*(E, F)] = [(£4, G1)] dansKK (A, B). En fait, posons := (A ® &) ®
L%(G)®aEa = (E4 ® LA(G)) ® (£, 81 E4) ® LZ(G)). Puisque I'algébret ou B est propre€, est un facteur
direct de€, ® L2(G) (cf. Proposition 2.1). Soif’ 'orthocomplément d&€,4 dans€, ® L2(G). On définitF suré
comme somme directe des trois opérateurs suivagitssur £y, la compression d&; ® 1 suré’, et g@ F1)®1
sur(&, ®; £)® L%(G). Dans ce cag: est uneGi-connexion poutA 6956) ® L%(G). Alors le couple&, F) définit
bien un élémentdé;(A/1, B). Comme 'applicatiow : A — A[O, 1], définie paw (a)(r) = (1—1t)a+1t(so p)(a)
pour touta € A, r € [0, 1], est complétement positive,o o est unx-homomorphisme équivariant. Ainsi I'élément
o*(€[0,11,G® 1, F ®1) de Eg(A, B[O, 1]) définit bien une homotopie entt€4, G1) etp*(SN, f). O
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Revenons a la démonstration de la Proposition 2.2, nous établissons tout d’abord I'exactitade lest
évident que* o p* = 0. Montrons que Ker* C Im p*. Soit[(£, F)] € KKg (A, B) tel quei*[(£, F)] = [(0, 0)]
dansKKg (1, B). Remarquons que §£, F) € Eg(A, B), alors il existeF4 € L(E) tel que[(Ea, Fa)l =[(&E, F)]
dansKKg (A, B) (cf. [7, Lemme 2.8]). Reprenons les idées de la démonstration de [10, Proposition 2.1], qui
s’adaptent a notre situation. Il existé€’, F') € Dg(A, B) tel quei*(E4 @ &', F4 @ F’) est opératoriellement
homotope a un élément deg (I, B). Comme la classe d&€ 4, F4) danskKKg (A, B) ne change pas quand on
lui ajoute un élément’, F’) de Dg (A, B), alors il existe un chemiliF;)cfo.17, Fr € L(E), tel queF4 = Fo,
(a. Fy) € Eg(, B) et (€4, F1) € Dg(1, B). Alors, il existe une homotopie opératoriell€;);c(0,1) tel que
(Ea, Gy) € EG(A, B), Go= F4 et(G; — Fy)r(a') € K(E4), pour touta’ € I. Ainsi (E4, G1) estoperatorlellement
homotope a(é’A, F1) € Dg(I, B) etI(G1 — F1) € K(E4). D'aprés le Lemme 2.3, il eX|sth F) € EG(A/I,B)
tel quep*[(£, F)1 = [(E4, GD1 = [(E, F)].

Montrons que la suitéb’) est exacte. Grace a [8, Lemme 5.8],p8i(&, F) est opératoriellement homotope
a un élément dégénéré, sa classe est une imagg.par la classe de.(E, F) est égale a 0, il existe un élé-
ment (&', F’) dansEg (B, A/I) tel que p.((€, F)) @ (€', F') soit opératoriellement homotope a un élément de
D¢ (B, A/I). On considére let-module Hilbertien équivariaf = L2(G) ® (A @ &). Posons = &y ®A/15 et
F= F, ®1. Il estclair que(£’~, F) estun élément dB¢ (B, A). CommeA ou B est propref, estun facteur direct
def@,, A/l =((Ep® L%(G))®E = £ ® E' (cf. Proposition 2.1). Alors il est évident qye((£4, Fa) ® &, F))
est opératoriellement homotope a un élément dégénéré.

Dans [9], Maghfoul montre que, pour tout homomorphismesdalgebresy : A — B et pour touteG-algébre
séparableD, les suites de Puppe (énoncées dans [2] et établies dans [3] pour le cas non équivariant)

() KKg(D, A0, 1) % KK (D, B10, 1) 5 KK (D, C,) %5 KK (D, 4) % KK (D, B),
(i) KKg(B. D)% KKg(A, D)5 KKg(C,. B) > KK (B0, 1[, D) % KK (AI0, 11, D).

associées @; ou C,, est le cone de 'homomorphisme sont exactes. Soit: I — C, l'inclusion naturelle et
[e] sa classe darsKs (1, C,,). A l'aide des suites de Puppe, I'existence des suites exactes hexag@haied)
revient a montrer I'existence d'un inverse . Si I'application p admet un relévement complétement positif,
alors[e] est inversible. Doné = j* o ¢*~ ol j est I'inclusion naturelle de /1 10, 1[ dansC,.Ona:

Corollaire 2.4. Sous les hypothéses de la Proposition 2.2, |es suites hexagonales (a) et (b) sont exactes.
On veut maintenant étendre ces résultats aux actions moyennables.
3. Semi-exactitude du bifoncteur de Kasparov pour les actions moyennables

Tu montre dans [11] que pour tout groupe de transformation moyentgh(@), il existe une action métrique-
ment propre de5 par isométries affines sur le champ trivial d’espaces de Hildee: Ho = L2(G) ® I2(N), i.e.
liMg_ 100 llg - vl =400, Vx € X, Vv € H,.

Higson et Kasparov ont définit une algébre non-commutative nucléaire sépayaflegraduée notéel(H,)

(cf. [4, Proposition 4.2]). On notedx(H) le champ deC*-algébres(A(H,), X). Le fait que toutes les
fibres sont isomorphes 3 (Hp), grace au théoréme de Dauns—Haufmann oda H) = C(X) ® A(Ho).

De plus c’est une algebre nucléaire séparable pr@dpg¥-graduée. Dans [11], Tu a effectué la construction
‘dual Dirac—Dirac’ en exhibant des élémeitg € RKK g (X; C(X), Ax(H)) etay € RKKg(X; Ax(H), C(X))

qui correspondent a la construction énthéorie de [4], de plus il a montré que le produit de Kasparov
Bx ®Ax(H) ax est égal a &x) dansRKKg (X; C(X), C(X)). En appliquant 'homomorphisme natuegt 4 dé-

fini dans [7, Lemme 2.19], on trouve deux élémentg 4 (a¢x) € RKKg(X; Ax (H) @c(x) A, A) etox a(Bx) €
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RKKg(X; A, Ax(H) ®c(x) A). Ainsi, l'isomorphisme (c) existe compte tenu que= ox. 4 (Bx) ®AX(H)®C(X)A
ox.alex) = 14. En fin, si A (resp. B) est munie d’'une structure d€(X) algébre, on aA@c(x) Ax(H)
(resp.B @cm Ax (H)) est propre. Alors, grace a I'isomorphisme (c) et au Corollaire 2.4, on obtient :

Théoréme3.1. Soient (X, G) un groupe de transformation moyennable, A et B deux G-algébres séparable Z/27Z-

graduées, I unidéal bilatere fermé Z/2Z-graduéde A, et 0 — [ Lal A/I — 0 une suite exacte équivariante
de G-algébrestel que p admet un relévement complétement positif (non nécessairement équivariant) de norme 1.
Alorssi A (resp. B) est munie d’ une structure de C (X )-algebre la suite (a) (resp. (b)) est exacte.

4. Exempled’application

Nous appliquons les résultats ainsi obtenus a I'exemple d’un groupe de transformation, celui des automor-

phismes analytiques du disque ouvd? : z > g -z = Z;:[g ol a et b sont des paramétres complexes, et

la|? — |b|? = 1. Cette action s'étend au disque ferié, avec deux orbites (I'intérieur du disque et le cercle
frontiére). L'action sur la boule ouvert? est propre. Les stabilisateurs des points du cercle sont moyennables,

le noyau de Poisson nous permet de construire une suite de mesures satisfaisant aux conditions de la moyennab
lité topologique de I'action sur le cercle. D'autre part, on construit une suite des fonctions radiales, continues sur
B2, presque invariantes sous I'action @e La moyenneM,, sur le disque hyperboliquB? est une combinaison
convexe des mgnnes a l'intérieur et au bord :

M,(g,2) = (1 _ e—n(ﬂ)lZl/(l—IZ\))%ﬂn (g)pl/z’l(g -0,y + e—ﬂ(")\zl/(l—IZI)fl(g’ 2),
Cn\Yz

oun(n) est une suite réelle convergente vers 0 et qui dépend du nombre de Lebesgue qui correspond au noyau de
poissonP/2" y._ la projection centrale du pointsur le cercles?, i, le prolongement sug deu, lafonction veéri-
fiant la moyennabilité du stabilisateur des points du cerglg,) := [ fin (g) PY?' (g, y.) dg eth le prolongement

sur la boule fermé®2 d’une fonction satisfaisant les critéres de la moyennabilité topologique du groupe de trans-
formation(B2, G). Enfin, grace au Théoréme 3.1, on retrouve ainsi le résultat de Julg et Kasparov [5, Lemme 1.4].
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