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Résumé

Soit une suite exacte équivariante deG-algèbres séparablesZ/2Z-graduées, admettant un relèvement complètement
tif gradué (non nécessairement équivariant) de norme 1. Nous utilisons la notation(X,G) pour un groupe de transformatio
topologique moyennable au sens d’Anantharaman-Delaroche. Nous établissons un isomorphisme concernant le bifon
variant de KasparovRKKG(X;−,−). Cet isomorphisme enK-théorie, permet d’étendre la semi-exactitude du cas des alg
propres (cette dernière est analogue à celle obtenue par Skandalis dans le cas non-equivariant) à celui des actions m
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Abstract

Half-exactness of the Kasparov equivariant bifunctor for amenable actions. Consider an equivariant extension of grad
separableG-algebras which admits a completely linear positive, grading preserving cross section (not necessary equiv
norm 1. We denote(X,G) an amenable topological transformation group in the sense of Anantharaman-Delaroche. We e
an isomorphism concerning the Kasparov equivariant bifunctorRKKG(X;−,−). This isomorphism inK-theory, allows one to
extend the half-exactness from the case of the proper algebras (which is analogue to the one obtained by Skandalis
equivariant case) to the case of amenable actions. In particular, we will place ourselves in a significant case, that of h
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Let G be a locally compact topological group andX a locally compact topological space. We shall denote
C(X) the algebra of continuous functions onX vanishing at infinity.

In this Note, we use(X,G) to denote an amenable transformation group of the sense of Ananthar
Delaroche, i.e., there is a net(mi)i∈I of continuous mapsx �→ mx

i from X into the space of probability measur
provided with weak topology such that limi ‖s · mx

i − ms·x
i ‖1 = 0 uniformly on every compact ofX × G [1, Defin-

ition 2.1]. We callG-C(X)-algebra anyG-algebraA provided with a non-degenerated representation ofC(X) on
the centerZ(M(A)) of the algebra of the multipliers ofA, such thatg(f a) = g(f )g(a), for all f ∈ C(X),g ∈ G

and a ∈ A (cf. [4,7]). A C(X)-algebraA is then provided with a structure of BanachC(X)-module such tha
C(X)A = A. A G-algebra is proper if it is aG-C(Y )-algebra for some properG-spaceY . In [6], Kasparov as-
sociates to any pair(A,B) of Z/2Z-gradedG-algebras, an Abelian group notedKKG(A,B). It is shown that

an extension ofG-algebras 0→ I
i→A

p→A/I → 0, with a completely positive and equivariant cross-sec
s :A/I → A, gives rise to six-term exact sequences:

(a)
KKG(A/I,B)

p∗
−→ KKG(A,B)

i∗−→ KKG(I,B)

↑ δ ↓ δ

KK1
G(I,B)

i∗←− KK1
G(A,B)

p∗
←− KK1

G(A/I,B)

(b)

KKG(B, I)
i∗−→ KKG(B,A)

p∗−→ KKG(B,A/I)

↑ δ′ ↓ δ′

KK1
G(B,A/I)

q∗←− KK1
G(B,A)

i∗←− KK1
G(B, I)

for any algebraB. This important property of equivariantKK-theory was established in [2]. Already in the no
equivariant case, it is, in general, necessary to have the completely positive cross-section (see [10]), bu
question if it was necessary that the completely positive cross-section has to be equivariant. This question
addressed in [9] and partial results – all indicating that equivariance may not be necessary – have been ob
[3,2,9]. The purpose of this note is to prove that equivariance ofs is in fact not necessary in the case of amena
actions. Such exact sequences, if they exist, can be used to build elements of Kasparov equivariant theory.
defines on the category ofG-C(X)-algebras, a bifunctorRKKG(X;−,−) (cf. [6]). When the spaceX is trivial,
we find the bifunctorKKG(−,−). When we consider theG-C(X)-algebrasA = A1 ⊗ C(X) andB = B1 ⊗ C(X),
we denoteRKKG(X;A,B) by RKKG(X;A1,B1). In [8], it is shown that, ifA1 ⊗ C(X) is proper and nuclear, th
exact sequence (b) for the groupRKKG(X;A1,B1).

For twoG-algebrasA andB, and(E,π) a Hilbert equivariant(A,B)-bimodule, we note(EA,πA) the Hilbert
equivariant(A,B)-bimodule(A ⊗̂A E,1⊗ π). Suppose thatA is proper. Let us take again the construction of
Proof of Proposition 5.7]. We see then thatEA is a direct summand ofEA ⊗ L2(G). Thus, ifB is proper,B is a
direct summand ofB ⊗ L2(G). ThenEA = EA ⊗̂B B is a direct summand ofEA ⊗ L2(G). We shall use this resu
by adapting the method of Skandalis in [10], to show the following:

Proposition 0.1. Let G be a second countable locally compact group. Let A and B be separable graded G-al-

gebras. Let I be a graded ideal of A and 0 → I
i→A

p→A/I → 0 a short exact sequence. Assume that there is a
completely positive cross-section s :A/I → A (not necessary equivariant) of norm 1. If A or B is proper, then the
sequences (a) and (b) are exact.

Tu shows in [11] that, if we have an amenable transformation group(X,G), then there exists a metrically prop
action ofG by affine isometries on the constant field of Hilbert spaces with fiberHx = H0 = L2(G) ⊗ l2(N).
Higson and Kasparov have defined in [4, Section 4] a separable nuclear graded algebra notedA(H ). We note
x
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AX(H) the field ofC∗-algebras(A(Hx),X). Since all the fibers are isomorphic withA(H0), and by using the
Dauns–Haufmann’s theorem, we haveAX(H) = C(X) ⊗̂A(H0), more than that, it is proper, separable, nucl
and graded algebra. In [11], Tu constructed ‘dual Dirac and Dirac elements’ by exhibiting the elements oβX ∈
RKKG(X;C(X),AX(H)) andαX ∈RKKG(X;AX(H),C(X)), which correspond to the construction inE-theory
of [4], he proved also that the product of KasparovβX ⊗̂AX(H) αX is equal to 1C(X) in RKKG(X;C(X),C(X)).
Applying the natural homomorphismσX,A given in [7, Lemme 2.19], we find two elementsσX,A(αX) in
RKKG(X;AX(H) ⊗̂C(X) A,A) andσX,A(βX) in RKKG(X;A,AX(H) ⊗̂C(X) A). Finally the isomorphism

(c) RKKG(X;A,−) � RKKG

(
X;A ⊗̂C(X)AX(H),−)

exists becauseγ = σX,A(βX) ⊗̂AX(H)⊗̂C(X)A
σX,A(αX) = 1A. This isomorphism and the existence of exact

quences for the proper algebras allow to extend the hexagonal exact sequences to amenable actions.

Theorem 0.2. Let (X,G) be an amenable transformation group. Let 0 → I
i→A

p→A/I → 0 be an extension
of graded separable G-algebras. Assume that p admits a completely positive, grading preserving, cross-section
s :A/I → A (not necessary equivariant) of norm 1. Then, if A (resp. B) is a C(X)-algebra then the sequence (a)
(resp. (b)) is exact.

1. Introduction

SoientG un groupe topologique localement compact,X un espace topologique localement compact séparé
noteC(X) l’algèbre des fonctions continues surX nulles à l’infini.

Dans la présente Note, nous utilisons(X,G) pour designer un groupe de transformation topologique mo
nable au sens d’Anantharman-Delaroche (cf. [1, Définition 2.1]). Rappelons cette définition : étant donné un
de transformation(X,G), on dit que(X,G) estmoyennable en mesure s’il existe une suite généralisée(mi)i∈I

d’applications continuesx �→ mx
i deX dans l’espace de mesures de probabilité surG muni de la topologie faible

telles que limi ‖s · mx
i − ms·x

i ‖1 = 0 uniformément sur tout compact deX × G. On appelleG-algèbre uneC∗-
algèbreA sur laquelleG agit continûment (en norme) par automorphismes. On rappelle les définitions sui
(cf. [4,7]) : on appelleG-C(X)-algèbre touteG-algèbreA munie d’une représentation non dégénérée deC(X) sur
le centreZ(M(A)) de l’algèbre des multiplicateurs deA, tel queg(f a) = g(f )g(a), pour toutf ∈ C(X), g ∈ G et
a ∈ A. UneC(X)-algèbreA est donc munie d’une structure deC(X)-module de Banach telle que l’on ait, on out
C(X)A = A. UneG-algèbreA pour laquelle il existe unG-espace propreY tel queA est uneG-C(Y )-algèbre es
dite propre. Remarquons qu’il existe une certaine liberté dans le choix de l’espaceY .

Kasparov associe à toute paire(A,B) de G-algèbresZ/2Z-graduées, un groupe abélien notéKKG(A,B), il
a aussi défini sur la catégorie desG-C(X)-algèbres, un bifoncteurRKKG(X;−,−) (cf. [6]). Lorsque l’espace
X est trivial, on retrouve le bifoncteurKKG(−,−). Si on considère lesG-C(X)-algèbresA = A1 ⊗ C(X) et
B = B1 ⊗ C(X), on désigneRKKG(X;A,B) par RKKG(X;A1,B1). On propose d’étudier le comportement
bifoncteur ainsi défini vis-à-vis des suites exactes.

Soit (E) : 0→ I
i→A

p→A/I → 0 une suite exacte équivariante deG-algèbres telle quep admet un relèvemen
complètement positif (non nécessairement équivariant) de norme 1. On va établir l’exactitude des suites
hexagonales (a) et (b) ; données ci-dessus, pour les actions moyennables en se basant sur le même ré
les actions propres. On note par(a′) (resp.(b′)) la première ligne de la suite hexagonale(a) (resp.(b)). De telles
suites exactes si elles existent, peuvent être utilisées pour construire des éléments de la théorie de KaG-
équivariante. Le comportement deKKG vis-à-vis des suites exactes a fait l’objet de nombreuses études.
[10] Skandalis montre que les foncteursKK(B,−) et KK(−,B) restreints aux algèbresZ/2Z-graduées tel qu
la suite(E) admet un relèvement complètement positif de l’applicationp, sont semi-exacts. Dans [2], Baaj
Skandalis montrent que siG est moyennable discret et siA/I est nucléaire, on a les suites exactes hexagonale
et (b). Les mêmes résultats sont obtenus par Maghfoul (cf. [9]) pour les groupes localement compacts f
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moyennables enK-théorie. Dans [8], on a, siA1 ⊗ C(X) est nucléaire propre, la suite(b) est exacte pour le
groupeRKKG(X;A1,B1). On s’inspire, dans notre situation, d’idées de [10,8,9]. On établit les suites exac
et (b) pour les algèbres propres. On se sert, des résultats de [4,11] pour construire une algèbre non-com
nucléaire séparable propreZ/2Z-graduée, que l’on noteraAX(H), et on montre l’isomorphisme(c) ci-dessus. Ce
isomorphisme enK-théorie et l’existence des suites exactes pour les algèbres propres permettent alors d
les suites exactes hexagonales (a) et (b) aux actions moyennables.

2. Suites exactes en K-théorie bivariante pour les algèbres propres

SoientA, B deuxG-algèbres séparableZ/2Z-graduées, et(E,π) un (A,B)-bimodule Hilbertien équivariant
On note(EA,πA) le (A,B)-bimodule Hilbertien équivariant(A ⊗̂A E,1⊗ π). Supposons queA est propre, repre
nons la construction de [8, Démonstration de la Proposition 5.7]. Dans ce cas,G agit proprement sur un espa
localement compactY . Il existe alors une fonction de coupureC :Y → R

+ continue. PuisqueG agit par transla-
tions à gauche surG et diagonalement surC(Y ) ⊗ L2(G), on associe àC une isométrieG-invarianteV0 :C(Y ) →
C(Y ) ⊗ L2(G) définie pour tousξ ∈ C(Y ), y ∈ Y , g ∈ G par la formule(V0(ξ))(y, g) = ξ(y)(C(g−1y))1/2, on
écrit A = C(Y ) ⊗C(Y ) A et A ⊗ L2(G) = (C(Y ) ⊗ L2(G)) ⊗C(Y ) A. L’applicationV = (V0 ⊗C(Y ) 1) ⊗ 1 :EA →
EA ⊗ L2(G) définit un élément deL(EA,EA ⊗ L2(G)) et est de plus une isométrieG-invariante. Comme l’action
deC(Y ) est centrale,V entrelace les actions deA. Ainsi EA est un facteur direct deEA ⊗ L2(G). Si B est propre
alorsB est un facteur direct deB ⊗L2(G). DoncEA = EA ⊗̂B B est un facteur direct deEA ⊗L2(G). On en déduit
la proposition suivante :

Proposition 2.1. Si A ou B est propre, alors EA est un facteur direct de EA ⊗ L2(G).

Proposition 2.2. Soient G un groupe topologique localement compact, A et B deux G-algèbres séparables Z/2Z-

graduées, I un idéal bilatère fermé Z/2Z-gradué de A, et 0→ I
i→A

p→A/I → 0 une suite exacte équivariante de
G-algèbres telle que p admet un relèvement complètement positif s (non nécessairement équivariant) de norme 1.
Si A ou B est propre, alors les suites (a′) et (b′) sont exactes.

Démonstration. Nous allons tout d’abord démontrer le lemme suivant.

Lemme 2.3. Soient G1 et F1 dans L(EA) tels que (EA,G1) ∈ EG(A,B), (EA,F1) ∈ DG(I,B) et I · (F1 − G1) ∈
K(EA). Alors la classe de (EA,G1) dans KKG(A,B) est dans Imp∗.

Démonstration. D’après le théorème de Stinespring généralisé par Kasparov (cf. [6]), il existe unA-module
Hilbertien E0 et un ∗-homomorphisme non équivariantπ :A/I → L(A ⊕ E0) tel que s(a) = Qπ(a)Q pour
tout a dansA, où Q :A ⊕ E0 → A est la projection naturelle sur le premier facteur directA. On remplaceE0
par le I -module Hilbertien engendré par{(1 − Q)π(a)ξ | a ∈ A/I, ξ ∈ A}, que l’on noteE ′

0. Montrons qu’il

existe(Ẽ, F̃ ) ∈ EG(A/I,B) tel que[p∗(Ẽ, F̃ )] = [(EA,G1)] dansKKG(A,B). En fait, posons̃E := ((A ⊕ E ′
0) ⊗

L2(G)) ⊗̂A EA = (EA ⊗ L2(G)) ⊕ ((E ′
0 ⊗̂I EA) ⊗ L2(G)). Puisque l’algèbreA ou B est propre,EA est un facteur

direct deEA ⊗L2(G) (cf. Proposition 2.1). SoitE ′ l’orthocomplément deEA dansEA ⊗L2(G). On définitF̃ surẼ
comme somme directe des trois opérateurs suivants :G1 surEA, la compression deF1 ⊗̂1 surE ′, et (1⊗̂F1) ⊗̂1
sur(E ′

0 ⊗̂I E)⊗L2(G). Dans ce cas,̃F est uneG1-connexion pour(A⊕E ′
0)⊗L2(G). Alors le couple(Ẽ, F̃ ) définit

bien un élément deEG(A/I,B). Comme l’applicationσ :A → A[0,1], définie parσ(a)(t) = (1− t)a+ t (s ◦p)(a)

pour touta ∈ A, t ∈ [0,1], est complètement positive,p ◦ σ est un∗-homomorphisme équivariant. Ainsi l’éléme
σ ∗(E[0,1],G ⊗ 1,F ⊗ 1) deE (A,B[0,1]) définit bien une homotopie entre(E ,G ) etp∗(Ẽ, F̃ ). �
G A 1
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Revenons à la démonstration de la Proposition 2.2, nous établissons tout d’abord l’exactitude de(a′). Il est
évident quei∗ ◦ p∗ = 0. Montrons que Keri∗ ⊂ Imp∗. Soit [(E,F )] ∈ KKG(A,B) tel quei∗[(E,F )] = [(0,0)]
dansKKG(I,B). Remarquons que si(E,F ) ∈ EG(A,B), alors il existeFA ∈ L(EA) tel que[(EA,FA)] = [(E,F )]
dansKKG(A,B) (cf. [7, Lemme 2.8]). Reprenons les idées de la démonstration de [10, Proposition 2.
s’adaptent à notre situation. Il existe(E ′,F ′) ∈ DG(A,B) tel que i∗(EA ⊕ E ′,FA ⊕ F ′) est opératoriellemen
homotope à un élément deDG(I,B). Comme la classe de(EA,FA) dansKKG(A,B) ne change pas quand o
lui ajoute un élément(E ′,F ′) de DG(A,B), alors il existe un chemin(Ft )t∈[0,1], Ft ∈ L(E), tel queFA = F0,
(EA,Ft ) ∈ EG(I,B) et (EA,F1) ∈ DG(I,B). Alors, il existe une homotopie opératorielle(Gt )t∈[0,1] tel que
(EA,Gt ) ∈ EG(A,B), G0 = FA et (Gt −Ft)π(a′) ∈K(EA), pour touta′ ∈ I . Ainsi (EA,G1) est opératoriellemen
homotope à(EA,F1) ∈ DG(I,B) et I (G1 − F1) ∈ K(EA). D’après le Lemme 2.3, il existe(Ẽ, F̃ ) ∈ EG(A/I,B)

tel quep∗[(Ẽ, F̃ )] = [(EA,G1)] = [(E,F )].
Montrons que la suite(b′) est exacte. Grâce à [8, Lemme 5.8], sip∗(E,F ) est opératoriellement homotop

à un élément dégénéré, sa classe est une image pari∗. Si la classe dep∗(E,F ) est égale à 0, il existe un élé
ment(E ′,F ′) dansEG(B,A/I) tel quep∗((E,F )) ⊕ (E ′,F ′) soit opératoriellement homotope à un élément
DG(B,A/I). On considère leA-module Hilbertien équivariant̄E = L2(G) ⊗ (A ⊕ E0). Posons̃E = E ′

B ⊗̂A/I Ē et
F̃ = F ′

A ⊗1. Il est clair que(Ẽ, F̃ ) est un élément deDG(B,A). CommeA ouB est propre,E ′
B est un facteur direc

deẼ ⊗̂p A/I = ((E ′
B ⊗L2(G))⊕E = E ′

B ⊕E′ (cf. Proposition 2.1). Alors il est évident queq∗((EA,FA)⊕ (Ẽ, F̃ ))

est opératoriellement homotope à un élément dégénéré.�
Dans [9], Maghfoul montre que, pour tout homomorphisme deG-algèbresϕ : A → B et pour touteG-algèbre

séparableD, les suites de Puppe (énoncées dans [2] et établies dans [3] pour le cas non équivariant)

(i) KKG(D,A]0,1[) ϕ∗→KKG(D,B]0,1[) i∗→KKG(D,Cϕ)
p∗→KKG(D,A)

ϕ∗→KKG(D,B),

(ii) KKG(B,D)
ϕ∗
→KKG(A,D)

p∗
→KKG(Cϕ,B)

i∗→KKG(B]0,1[,D)
ϕ∗
→KKG(A]0,1[,D).

associées àϕ ; où Cϕ est le cône de l’homomorphismeϕ, sont exactes. Soite : I → Cϕ l’inclusion naturelle et
[e] sa classe dansKKG(I,Cp). A l’aide des suites de Puppe, l’existence des suites exactes hexagonales(a) et (b)

revient à montrer l’existence d’un inverse de[e]. Si l’applicationp admet un relèvement complètement pos
alors[e] est inversible. Doncδ = j∗ ◦ e∗−1 où j est l’inclusion naturelle deA/I ]0,1[ dansCp. On a :

Corollaire 2.4. Sous les hypothèses de la Proposition 2.2, les suites hexagonales (a) et (b) sont exactes.

On veut maintenant étendre ces résultats aux actions moyennables.

3. Semi-exactitude du bifoncteur de Kasparov pour les actions moyennables

Tu montre dans [11] que pour tout groupe de transformation moyennable(X,G), il existe une action métrique
ment propre deG par isométries affines sur le champ trivial d’espaces de HilbertHx = H0 = L2(G) ⊗ l2(N), i.e.
limg→+∞ ‖g · v‖ = +∞, ∀x ∈ X, ∀v ∈ Hx .

Higson et Kasparov ont définit une algèbre non-commutative nucléaire séparableZ/2Z-graduée notéeA(Hx)

(cf. [4, Proposition 4.2]). On noteAX(H) le champ deC∗-algèbres(A(Hx),X). Le fait que toutes les
fibres sont isomorphes àA(H0), grâce au théorème de Dauns–Haufmann on aAX(H) = C(X) ⊗̂A(H0).
De plus c’est une algèbre nucléaire séparable propreZ/2Z-graduée. Dans [11], Tu a effectué la construct
‘dual Dirac–Dirac’ en exhibant des élémentsβX ∈ RKKG(X;C(X),AX(H)) et αX ∈ RKKG(X;AX(H),C(X))

qui correspondent à la construction enE-théorie de [4], de plus il a montré que le produit de Kaspa
βX ⊗̂AX(H) αX est égal à 1C(X) dansRKKG(X;C(X),C(X)). En appliquant l’homomorphisme naturelσX,A dé-
fini dans [7, Lemme 2.19], on trouve deux éléments :σ (α ) ∈ RKK (X;A (H) ⊗̂ A,A) et σ (β ) ∈
X,A X G X C(X) X,A X
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RKKG(X;A,AX(H) ⊗̂C(X) A). Ainsi, l’isomorphisme (c) existe compte tenu queγ = σX,A(βX) ⊗̂AX(H) ⊗̂C(X)A

σX,A(αX) = 1A. En fin, si A (resp. B) est munie d’une structure deC(X) algèbre, on aA ⊗̂C(X)AX(H)

(resp.B ⊗̂C(X)AX(H)) est propre. Alors, grâce à l’isomorphisme (c) et au Corollaire 2.4, on obtient :

Théorème 3.1. Soient (X,G) un groupe de transformation moyennable, A et B deux G-algèbres séparable Z/2Z-

graduées, I un idéal bilatère fermé Z/2Z-gradué de A, et 0 → I
i→A

p→A/I → 0 une suite exacte équivariante
de G-algèbres tel que p admet un relèvement complètement positif (non nécessairement équivariant) de norme 1.
Alors si A (resp. B) est munie d’une structure de C(X)-algèbre la suite (a) (resp. (b)) est exacte.

4. Exemple d’application

Nous appliquons les résultats ainsi obtenus à l’exemple d’un groupe de transformation, celui des a
phismes analytiques du disque ouvertB2 : z �→ g · z = az+b

bz+a
, où a et b sont des paramètres complexes,

|a|2 − |b|2 = 1. Cette action s’étend au disque ferméB2, avec deux orbites (l’intérieur du disque et le cer
frontière). L’action sur la boule ouverteB2 est propre. Les stabilisateurs des points du cercle sont moyenn
le noyau de Poisson nous permet de construire une suite de mesures satisfaisant aux conditions de la m
lité topologique de l’action sur le cercle. D’autre part, on construit une suite des fonctions radiales, contin
B2, presque invariantes sous l’action deG. La moyenneMn sur le disque hyperboliqueB2 est une combinaiso
convexe des moyennes à l’intérieur et au bord :

Mn(g, z) = (
1− e−η(n)|z|/(1−|z|)) 1

cn(γz)
µ̃n(g)P 1/2n(g · 0, γz) + e−η(n)|z|/(1−|z|)h̃(g, z),

où η(n) est une suite réelle convergente vers 0 et qui dépend du nombre de Lebesgue qui correspond au
poissonP 1/2n, γz la projection centrale du pointz sur le cercleS1, µ̃n le prolongement surG deµn la fonction véri-
fiant la moyennabilité du stabilisateur des points du cercle,cn(γz) := ∫

G
µ̃n(g)P 1/2n(g, γz)dg et h̃ le prolongemen

sur la boule ferméeB2 d’une fonction satisfaisant les critères de la moyennabilité topologique du groupe de
formation(B2,G). Enfin, grâce au Théorème 3.1, on retrouve ainsi le résultat de Julg et Kasparov [5, Lemm
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