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Résumé

L'habituelle méthode des sur et sous solutions, pour résoudre une équation non-linéaire elliptique du second ordre, est ité-
rative, ce qui complique, parfois jusqu'a la rendre impossible, I'indispensable estimation unddraecause de la présence
simultanée de deux inconnues successives de l'itération dans la méme équation. Nous présentons ici une méthode dépourvu
de cetinconvénient, basée sur un argument de point fixe élémem@ireciter cet article: P. Delanog, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

An improved upper and lower solutions method. The usual upper and lower solutions method for solving a second order
nonlinear elliptic equation is iterative, with the drawback of a tricky, if not sometimes impossible, derivation of the (quite
essential) unifornC? estimate, due to the occurence in the same equation of two successive iteration unknowns. We present
here a method free of such a drawback, based on an elementary fixed point argionotetthis article: P. Delanoég, C. R.

Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abridged English version

Instead of solving, say, the equatiox = f (x, ) on a compact riemannian manifaldi/, g) in the presence of
(strict) upper and lower solutions™ < u™ by means of the usual iterative scheme; +ku; = f(x, u;_1) +ku; _1
with a large enough constakt> 0 (a method going back at least to [3, pp. 369-371]), we propose to solve it by
considering the solution = T (¢, v) of the equation:

Au+ku=t[fx,v)+kv]+ A=) fx,u")+ku"],
Adresse e-maildelphi@math.unice.fr (P. Delanog).

1 Supported by the CNRS.

1631-073X/$ — see front mattdrl 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserveés.
doi:10.1016/j.crma.2005.06.036



240 P. Delanoé / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005) 239-242

givenr € [0, 1] andv pinched between~ andu™. Indeed then, the maximum principle ensures that any fixed
point u = T (¢, u) is strictly pinched betweem™ andu™ thus, with an appropriate setting, we may apply the
Browder—Potter theorem [6]: it yields a pinched fixed pointsfer 1 which solves our original equation.

Both methods equally extend to second order fully nonlinear elliptic equations [1,4,2] but the required further
C? estimate, uniform (with respect to eithee N or ¢ € [0, 1]) is trickier to obtain with the former (e.g. [1,4]),
because the two unknowng andu; 1 occur together in the equation, than with the latter; recently, the former was
obstructed while the latter worked out well [2].

1. Introduction

Pour résoudre I'équationu = f(x,u) sur une variété riemannienr@/, g) compacte sans bord et avegc
donnée de classé™ (pour simplifier), en présence de solutions supériedrest inférieurex—, avecu™ < u™,
on applique une méthode itérative (qui remonte au moins a [3, pp. 369-371]) en considérant la suite de fonctions
(u;)ieny donnée pang =u~ et, pouri > 1, par:

Aui +kuj = f(x,ui—1) + kui_1,
oU k est défini comme le max de O et de §u% pris sur le compact :
K={(x,20eM xR,u"(x) <z<ut(0)}.

Notons incidemment que I'hypothésgx € M, u~(x) < u*(x) garantit d’avoirk > 0 (petit exercice).

Le principe du maximum [5] permet d’encadrer la suiig);cn entrex™ etu™ (et de prouver sa croissance).
Des arguments standards de compacitéiféfa) permettent alors de conclure & sa convergence danst sa
limite u est solutionC* de I'équationAu = f(x,u) avecu™ <u <u™.

Cette méthode est aussi utilisée pour résoudre des équadimsmentnon-linéaires de la formé [u] =
f(x,u), avec un opérateur différentigl elliptique du second ordre (ici tel quéfiz] ait un symbole défini négatif,
comme celui deh) vérifiant F[u + constantg= F[u] (voir e.g. [1, pp. 155-156] ou [4, pp. 379-385]). Dans ce
contexte, la présence ae et deu;_; dans la méme équation complique notoirement I'estimation unifarfneée
u;, indispensable pour conclure ([1, pp. 155-156] ou [4, pp. 379-385]). Récemment, cet inconvénient a rendu la
méthode inutilisable [2] compte-tenu d’un mode spécial d’estimation des dérivées secondes (voir [7]) dans le cas
préalablell = 0.

Le but de cette Note est de proposer une méthode alternative, plus simple d’utilisation en non-linéaire, assurant
toujours I'encadrement entre” etu ™. Par clarté, nous la présentons ici dans le cas sans bord semi-linéaire indiqué
plus haut; chacun pourra I'adapter a ses besoins. Elle vient d'étre utilisée avec succes (adaptée a une condition di
Dirichlet) dans le cas cité ou la méthode précédente butait [2].

2. Laméthode
Reprenons les hypothéses du début de I'introduction. On a alors le résultat :
Lemme2.1. Considérons les propriétés suivantes
(i) u~ n'est pas solution exacte de I'équatidvu = f(x, u) ;
(i) u™* n'est pas solution exacte de I'équatiau = f(x, u) ;
(i) Vxe M, u"(x) <u™(x).

Alors: (i) = (iii) et(ii) = (iii) .
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Rappelons-en briévement la preuve, standard. La fonetieau™ — u~ vérifie : Aw + a(x)w > 0 sur M
ola(x) = fol%(x, u;)dr avecu; = tut + (1 — t)u~—. Commew est non-négative, on a aussi biemw +
max0, a(x)]Jw > 0 et le principe du minimum [5] fournit I'alternative entre (i) at = 0. Mais siu™ et u™
coincident, elles sont solutions de I'équatitn = f(x, u).

On suppose désormais remplies les conditions (i), (ii) du lemme. Pour toute foncsi@n¥/, on posev :=
v—u~ etsoitV 'ouvert convexe (non vide d'apres le Lemme 2.1) dasctions continues vérifiant 0< o < ™.
Considérons I'application contini® donnée par :

(t,0) €0, x (VNC? — T(t,0)=ii e C?
ou# :=u —u~ avecu solution de I'équation :
Au+ku=rth(x,v)+A—-h(x,u"), Q)

en notant:(x, z) := f(x, z) + kz pour abréger (on utilisera guieest non-décroissante eh Soitc > 0 un réel tel
que:

V(it,0)€[0,11x (VNC?, Tt i)=i= lulz<c

en notant.|> une norme pour le Banaal’. Une telle estimation peut, au cas particulier de notre équation, étre
établie de facon standard a partir du pincement u < u™ ; en effet, celui-ci entraine une estimation du gradient
deu d’aprés [1, p.108], puis on peut invoquer une estimation de Schaude€d&n&]. On restreint désormais le
second facteur de I'applicatidh au convexe fermé non vidé. = {i € V N C2, |3]> < c}.

Théoréme 2.2. L'application continueT : [0, 1] x V. — C2 posséde les propriétés suivantes

(i) sonimage est relativement compagcte
(i) 7(0,-) envoie dV, dansV,; _
(iif) pour toutr € [0, 1], I'application T'(¢, -) n’a pas de point fixe sudV.,.

Moyennant ce resultat, sont remplies les conditions d’application du théoreme de Browder—Potter [6] qui im-
plique I'existence de& e V, point fixe de I'applicatior? (1, -). La fonctionu = u~ + & vérifie doncAu = f(x, u)
avecu™ <u <ut comme désiré.

3. Preuvedu Théoréeme 2.2

La condition (i) découle ici d’estimations classiques dars® (cf. suprg et de la compacité de I'injection
C2e < C2 (Ascoli).

La condition (ii) a lieu par construction caff:(0, -) = i1 oUuy = u~ + u1 désigne le second terme de la suite
(ui)ien du début de cette note.

Concentrons-nous sur la preuve de la condition (iii). $0ii) € [0, 1] x V, tel queT (¢, ii) = i. Raisonnons
par I'absurde ; sii € 3V, alors il est vrai que :

liilz>c ou: IxeM, a(x)<0 ou a(x) =it (x).
Comme a priorii|2 < ¢ (voir plus haut), on a donc I'alternative :

dxeM, ux)<O0 2
ou

IxeM, akx)=iatx). 3
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Pour réfuter (2), on s’appuie sur I'inéquation :
Aw—u")+k@w—u")=t[h(x,u) —h(x,u”)]

vérifiée caru™ est solution inférieure. Elle impliqua (v — u~) + k(u — u~) > 0 par monotonie dé (cf. suprg).
Le principe du minimum [5], joint pour = 0 a I'hypothéese (i) du Lemme 2.1, garantit donc 34irl'inégalité
stricteu > u~, ou encoréi > 0 qui réfute bien (2).

Pour réfuter (3), on écrit pareillement I'inéquation :

Al —u")+k(u—u) < t[h(x, u) — hx, u+)] +(1- t)[h(x, u-)—h(x, u+)]

dont le membre de droite est non-positif; le principe du maximum [5], joint pedrl a I'hypothese (ii) du
Lemme 2.1, implique: < u™ surM, ou encorei < ii™ comme désiré.
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