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Résumé

Nous proposons des bases bi-orthogonales d’ondelettes qui résolvent le probleme de la divergence infra-rouge des séries e
ondelettes usuelles dans les espaces de Sobolev homdg&{®y). Ces bases permettent de supprimer la divergence dans le
cass — % ¢ N car elles sont aussi des bases de la réalisatigdd&"). Dans le cas critique — % e N, elles fournissent un
confinement de la divergence infra-rouge sur un « petit» espace. Cette méthode de confinement s’applique aussi au processu
de Mumford.Pour citer cet article: B. Vedel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abstract

Wavelet bases adapted to the settlement of infrared divergenc®Ve propose bi-orthogonal wavelet bases that solve the
problem of infrared divergence phenomenon for usual wavelet expansions in the homogeneous Sobolélf $gageShese
bases remove the divergence in the case? ¢ N since they are also bases of the realizatiod/6fR"). In the critical case
s — % € N, they provide a confinement of the infrared divergence in a ‘small’ space. This method of confinement is also applied
to the Mumford proces§o citethisarticle: B. Vedel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

The infrared divergence is a phenomenon which can occur in a wavelet expansion of a tempered distribution
modulo polynomials. For example, let us consider the homogeneous Sobolevsh@Eoeof distributions modulo
constants which have a derivative fif(R). A classical wavelet basis (Daubechies or Meyer for example) is an
unconditional basis of this space (with characterization of coefficients of the wavelet expansion) [4]. But, if the
expansion is convergent iH1(R), it does not necessarily converge in the distributional sense because of the low-
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frequency (infrared) term. However, the convergence in the distributional sense is given by a simple criterion: it is
necessary and sufficient that all the wavelets vanish at the origin (cf. [2]).

The case of the spadé!(R?) is more complex. The infrared divergence cannot be removed without breaking
the invariance by dilations (or by dyadic dilations): the convergenc® (R") is not given by any unconditional
basis ofH1(R?) of the type{g(2/-), k € K, j € Z}. If we want to keep the invariance by dyadic dilations, the best
we can do is to confine the infrared divergence in a small space in the sense of Definition 1.1.

To settle the infrared divergence problem, an ideal solution would be to construct an orthonormal wavelet basis
of L2(R") such that all the wavelets vanish at the origin. Theorem 2.6 shows that it is impossible to do this with
compactly supported wavelets.

We then propose a way to construct ‘flat’ wavelets (they and their partial derivatives of order less or equal to
some order vanish at 0). These bases are constructed by modifying a Daubechies wavélet pagis Z, k € 7",
ee{l,...,2" — 1}}. The first step is to isolate at a fixed scale- 0 the wavelets which do not vanish at the origin
(or a derivative does not vanish). This is the purpose of Theorem 2.1 and Corollary 2.2. The proof relies on the
independence of the associated linear foigng® — 3% £ (0) on the space Spaﬁo wkeZ' eefl,. —1})
and is a consequence of the independence of these forms on the spage Span k € Z") where<p is the scaling
function of the wavelet basis (cf. [1]).

The second step is to impose — by an explicit isomorphism in a Sobolev space — the cancellation at the origin on
these wavelets (Theorem 2.3).

These wavelets do not form a basis/gi(R") but they are unconditional basesf (R") for s > 5,85 — 5 ¢N
(here and in what follows;, is limited by the regularity of the chosen Daubechies wavelets). As the wavelets vanish
sufficiently at the origin, the wavelet expansion is now convergent in the distributional sense. Hence, they also form
an unconditional basis of the realization/f (R").

These bases also allow one to confine the infrared divergence in the €ase N (Theorem 2.4). Moreover,
the confinementX, Y) of H*(R") provided by the basis has some interesting properties: the residual ¥pace
is more regular thad?* (R") (included in the Besov spad?fr”/z(ii%")) and the spac& has a realization which
satisfies an Hardy inequality and is localizable (Proposition 2.5). Note that these two last results are true in the non
critical case { — 5 ¢ N) for the realization of* (R") [3].

An other possibility to obtain results of confinement of the infrared divergence is given by a wavelet basis
with pseudo-polynomials (Theorem 3.1). This basis is constructed from a Meyer adapted wavelet basis [5] which
is composed of wavelets which have a support ‘away from 0’ but some of them do not verify the conditions of
vanishing moments. In order to analy#& (R"), we need to introduce these conditions for the dual basis and
S0 obtain the wavelet basis with pseudo-polynomials. These functions are so-called because they coincide with a
monomial in a neighborhood of 0.

This explicit behavior allows us to obtain similar results of confinement for the Mumford process. This process
has been introduced by Mumford and Gidas [6] as the simplest process that verifies some axioms defined in order
to generate images. One of them is the scaling invariance: the Mumford po¢ess) and its dilationX (Ax, w)
have the same law (for all > 0). The Mumford process is a scaling invariant Gaussian process but it can only be
defined as a stochastic distribution modulo constants. Again we can only confine the divergence to a ‘small’ term
if we want to respect the invariance by dyadic dilations.

It seems difficult to construct an explicitrthonormalwavelet basis off1(R?) adapted to the problem of
infrared divergence (Theorem 3.2 is a non constructive existence theorem). Nevertheless, if we expand the process
on the wavelet basis with pseudo-polynomials (now the terms are correlated) we obtain an accurate confinement of
the infrared divergence (Theorem 3.3).

1. Motivation

Bourdaud a montré dans [2] que les espaces de Sobolev homd@&i®y, s > 0, définis a priori comme sous-
espaces de I'espacg(R") des distributions modulo les polynémes (on peut imposer le degré inférieur ou égal a
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E(s — 7)), étaient réalisables de maniere invariante par dilatations si et seulementsg N. Cela signifie qu'il
existe une application linéaire et continme H* (R") — S'(R") telle que, pour touk € HS(R"), o (u) = u dans
So(R™) etVa > 0,0 (u(r-)) = (o (u))(A-). Cette réalisation est unique et est donnée par le choix du représentant
deu € H(R") vérifiantd®i(0) = 0,Vo € N, |a| < E(s — %) sis — % > 0.

Si les bases d’ondelettes classiques sont des bases inconditionnelles des H$patge<cf. [4]), elles ne
fournissent pas la réalisation de I'espace lorsgues > 0 : les ondelettes ne s’annulent pas en 0 et la série
d’ondelettes ne converge pas au sens des distributions (le terme basse-fréquence — appelé aussi infra-rouge — pe
diverger).

Le but de cette Note est de proposer des systemes explicites d’ondelettes a support compadcifocribamé-
mentune base inconditionnelle dé* (R") et de son espace réaliéea,(]R”) = o (H*(R")) avec un systéme dual
également explicite. Dans le cas critique- 5 € N, on propose un confinement de la divergence infra-rouge au
sens suivant :

Définition 1.1. Soit E un sous-espace @ (R") muni d’une structure de Banach invariante par dilatations dya-
diques, telle que l'injection canonique de— S)(R") soit continue.

Un couple(X, Y) de sous-espaces fermésBest appelé un confinement de la divergence infra-rouge d'ordre
m Si E est la somme directe topologique des deux sous-espaee¥ et si

(i) X etY sontinvariants par dilatations dyadiques,
(i) Y est réalisable de maniére invariante par dilatations dyadiques, c’est-a-dire qu'il existe une application li-
néaire et continue : Y — S’(R") telle que, pour toui € Y, o (1) = u dansS;(R") etV € Z, o (u(2/+)) =

(o) (2,
(iii) il existe m fonctions6s, ..., 6,, € E telles que

[6:(2x), jeZ, i=1,...,m} 1)

est une base inconditionnelle &e

L'espaceX est appelé espace résiduel et I'entieest un invariant dex .

2. Base d’ondelettes plate en 0 a I'ordren

Cette base est obtenue par modification d’'une base d’ondelettes de Daubechies afin d’imposer I'annulation en 0
aux ondelettes. Pour cela, nous étudions tout d’abord le comportement en 0 des ondelettes de Daubechies. On a

Théoréme 2.1. Soit N € N un entier impair et soit{y*, = 202820 . —k), jel, kel €=
{1,...,2" — 1}} la base de Daubechies a support dans le pgév]". On noter > 0 la régularité des onde-
lettes etk I'ensemble fini d’indices tel quee K < 0 € Int(Suppyé (- — k)).

Il existe des fonctions de clas§g, 7,, « € N, |a| < E(r), et&,‘f, (g,k) € A, telles que

(i) YBeN",|B| < E(r), 3Pty = 84,5 (Symbole de Kroneckgr
(ii) le systemér,, |o| < E(r)} U {1/?;5, (g, k) € A} est une base inconditionnelle Sqaar(wak, keK,s€&).

Cela signifie que, par un changement de base en dimension finie, on peut «isoler» les ondelettes possédant un
dérivée non nulle en 0. . .
Pourj € Z, la| < r et(k, ) € A, on définit les fonctions; o = 2"//27,(2/-) et Vo= 2012y £ (2)).
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Corollaire 2.2. Le systemgr; o, j € Z, la| < E(r)} U { ~j’k, jEeZ, (e, k)e AU Wf‘,k’ je€Z, ke K,eel}est
une base inconditionnelle de?(R") et deH* (R") pours < r, appelée « base de Daubechies réorganisée ».

Soitm € N, m < r. On impose maintenant I'annulation des ondelette8 & I'ordrem. Pour cela, poux € N”,
la| <m et j €Z, ondéfinitw, = 1y — 2%/74(3) etwj o = 2/2we (27+).

Théoréme 2.3.Le systemgw; o, j € Z, la| <m}U{tj o, j€Z,m < || < E(r)} U {ij’k, JE€Z, (g,k)e A}U
Wf,k' j€Z, keK,e e &) estune base inconditionnelle d& (R") pourm < s < r, appeléecbase d’ondelettes
plate a I'ordre m » au sens ou toutes ces fonctions s’annulenDainsi que leurs dérivées partielles jusqu’a
I'ordre m.

Théoreme 2.4.Soits e R, s > 75 tel quer > s.

1. Sis — 5 ¢ N, la base d'ondelettes plate a I'ordrE(s — 3) est une base inconditionnelle def (R") et de
Hrseal(Rn)' .

2. Sis — 3 =m e N*, le couple(X, Y) de sous-espaces vectoriels fermegtigR"), défini a partir de la base
d’ondelettes plate a I'ordren — 1 par

X:Spar’(rj,a, jEZ, |af :m)
et
Y =Spanwj.a, j€Z, la|<m—1)U(tjq, j€Z, m+1<]|a| <E(r))
U5 JEL, (e,k) e A)U(YS5,, jE€Z, keK, e €k),

est un confinement de la divergence infra-rouge d’ofdaed o eN", |a| =m}.
3. Sis =3, le couple(X, Y) de sous-espaces vectoriels fermégdeR"), defini a partir de la base de Daube-
chies réorganisée par

X =Spanzjo, j€Z)
et
Y =Spant;q, j€Z, 1<la| SEM)U (U5, jE€L, (e,k) € A)U(YS5,, j€Z, ke K, c€&),

est un confinement de la divergence infra-rouge d’otdre
Remarque 1.Chacune des bases construites est explicite ainsi que son systéme duai (éléR’s)).

Pours — 5 € N, une realisationr de Y est donnée par la représentation en série sur son systéme générateur.
Cette réalisation vérifie les propriétés ci-dessous. Les deux premieres sont vérifiées par FESH@® lorsque
s — 5 ¢ N (cf. [3]).

Proposition 2.5. Soients — 5 € N et (X, ) le confinement dé/* (R") donné par le Théorén4.

() (Inégalité de Hardy Il existe une constant€ > 0 telle que

lo (f)(x)]?

VfeY,
f |x|2‘

dx < CIfII3,. 2
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(i) (Localisatior) L'espaces (Y) est localisable, c’est-a-dire que, pogre C5°(R"), a support compact dans
une couronne et telle qquEZ @;(x) =1pourtoutx € R" \ {0} avecyp; = p(277),0ona

VEeY, 115 =Y [o(Hes ] ®

JEZ
(iii) (Régulatitg Sir > s + 7, 'espaceX est inclus dans I'espace de Besov homogé;jfré‘/z’l(]&”).

Il est facile de montrer que la base d’ondelettes plate & I'ardreest pas une base d&(R"). Le théoréme
suivant montre qu’on ne peut espérer résoudre ce probléme avec une base orthonorméd.&usedelettes :

Théoréme 2.6. 1l n’existe pas de base orthonormég A € A, de L2([0, +ool) telle que:

Suppfi C lax, bal, by >ay >0, )
SUpb—A<OO et /fx(t)dt:O Vi€ A. (5)
reA Ay

L'obstruction tient au fait qu’une telle base ne peut représenter une fonction valant 1 sur un voisinage de I'ori-
gine. On peut en fait affaiblir les hypothéses du théoréme. Ainsi, on peut rempBiagearR ou R”. La condition
de support «loin de 0» peut étre relaxée en une condition d’annulation et de régularité (type hoélderienne) en 0.
De méme, le résultat reste valable pour des bases bi-orthogonales (ou des frames duaux) vérifiant toutes deux le
hypothéses.

L'avantage de la bi-orthogonalité est de pouvoir dé-symétriser certaines propriétés structurelles et nous en avons
tiré parti pour contourner I'obstruction.

3. Base d’'ondelettes a pseudo-polynémes — application au processus de Mumford

Théoreme 3.1.1l existe une base d’ondelettegéguliere a pseudo-polyndmes d'ordse- 1 (avecp < r), c’est-
a-dire un systéme

{Vjk. J€Z, keZ'\ Kpp} U{0j . jEZ, la| <p—VU|{fja. j€Z, p<lal<m—1}

qui est une base de Riesz H&R") et de H* (R") pour0<s <r.
Cette base est composée de quatre types de fonctions, toutes deCElgpser simplifier les notations, nous
ignorons I'ensemblé€ pour les ondelettgs

1. des ondelettes de Daubechiggy = 27/2y(2/ - —k), j € Z, k € Z" \ K aveck = KppU Kyans La fonction
Y est a support dang), N1" etk ¢ K < Suppy (- — k) N]—N,N["=0;

2. des ondelettes transitoirgsndelettes modifieps ; = 2112y(27.), j € Z, k € KyansC K. Les fonctions)y
sont a support dans la couronife € R*; N < |x| < 3N./n};

3. des fonctions transitoireg; , = 29/2f,(2/-), j € Z, p < |e| < m — 1. Les fonctionsf, sont & support dans
la couronne{x € R"; N < |x| <3N /n};

4. des pseudo-polyndmes, = 2"/26,(2/.), j € Z, || < p — 1. Les fonctions, sont & support dans la boule
B(0, N./n) et valentx® sur la bouleB(0, N).

En modifiant certains pseudo-polyndmes, cette base permet aussi d’obtenir un confinement de la divergence
infra-rouge pour les espacég/?*" (R"), m € N. Dans le cas de 'espadé!(R?), on obtient :
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Théoréme 3.2. La base & pseudo-polynémes d’ordrest une base inconditionnelle d&'(R?) fournissant un
confinement d'ordrd de la divergence infra-rouge sur I'espace residixetiéfini par la fermeture dSpar(¢; o,
j €Z) dansHL(R?).

A une échellej fixée, les fonctions de cette base sont toutes a support «loin de 0», exégptgai est
constante sur un voisinage de I'origine. Ce comportement explicite au voisinage de I'origine nous permet d’obtenir
des résultats similaires de confinement pour le processus de Mumford [6].

Celui-ci est formellement & partir du bruit blanc 2-dimensionnét, w) par X (x, w) = A~1X (x, w) o0 A =
V/—A estl'opérateur de Calderén. C’est un processus gaussien, a accroissements stationnaires, isotrope et invariar
en loi (X (\x, w) et X (x, w) ont méme loi pour tout > 0). Ce processus est défini modulo les constantes et il
est impossible de le définir comme une distribution aléatoire tout en préservant son invariance en loi. La base
d’'ondelettes a pseudo-polynémes d’ordre 0 permet néanmoins d’obtenir le résultat de confinement suivant :

Théoréme 3.3. 1l existe une base orthonormée #E (R2), (¢ (2/x), j € Z, k € Z?} U {t(2 x), j € 7}, telle que
la décomposition d& (x, w) sur cette base se scinde &g(x, w) + X1(x, w) avec

Xo(x.0) =Y gj(@)T(2x) et Xi(x,w)=)_ Y gjr(@¢r(x). (6)
jez J€Z ke7?
Les variables'aléatoiregj etg; i sonti.i.d. de loiN (0, 1) et X1(x, w) convergen-p.s. au sens des distributions.
De plus,X1(2/ x, ) et X1(x, w) ont méme loi pour touf € Z.

Malheureusement, la preuve de ce théoréme ne fournit pas de formules explicites pour construire ces fonctions.
On peut néanmoins utiliser directement la base a pseudo-polyndmes d’'ordre O pour obtenir un autre confine-
ment. Cette base n’étant pas orthonormee, les gaussignnesont remplacées par des variables aléatoires
hjr= Zj Y «c(j k.1, p)gi,p ou les coefficients(j, k, [, p) sont les coefficients de la matrice de changement
de bases entre le relevement de la base d’ondelettes de Meyer [4] Paet la base d’ondelettes & pseudo-
polynémes. Les propriétés de déecroissance de ces coefficients permettent de montrei: guefgsune taille
statistique comparable a celle des gaussiennes. On obtient ainsi le

Théoreme 3.4. Le processusX (x, w) se scinde sur la base d’ondelettes a pseudo-polynémes d’'Ordne
Xo(x,w) + X1(x, ) avec

Xo(x.0) =Y hjo@0bjox) et Xi(x,w)=» Y hjr(@)¢x(2x). @

jez J€Z ke7?*

De plus, X1(x, w) convergew-p.s. au sens des distributions ¥i(2/x, w) et X1(x, w) ont méme loi pour tout
jeZ.

Cette Note est issue du travail de thése [7] et le détail des résultats exposés seront publiés ultérieurement.
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