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Résumé

Dans cette Note, nous étudions l’estimation de la régression quand le régresseur est de type fonctionnel. L’estima
régression pour ce type de données a été récemment introduit. Il dépend d’un paramètre de lissage qui contrôle sa
convergence, et le but de notre travail est de construire un critère de choix automatique de ce paramètre. Le critère e
sous la forme d’une validation croisée fonctionnelle. Sous certaines hypothèses sur l’opérateur de regression (incon
montrons que cette procédure est optimale. En plus, nous établissons l’équivalence asymptotique entre plusieurs m
risque pour l’estimation non paramétrique de l’opérateur de régression.Pour citer cet article : M. Rachdi, P. Vieu, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Automatic smoothing parameter selection for the nonparametric regression estimation of functional data. We study
regression estimation when the explanatory variable is functional. Nonparametric estimates of the regression ope
been recently introduced. They depend on a smoothing factor which controls its behaviour, and the aim of our N
construct some data-driven criterion for choosing this smoothing parameter. The criterion can be formulated in te
functional version of cross-validation ideas. Under mild assumptions on the unknown regression operator, it is seen
rule is asymptotically optimal. As by-products of this result, we state asymptotic equivalences for several measures of
for nonparametric estimate of the regression operator.To cite this article: M. Rachdi, P. Vieu, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341
(2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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1. Introduction

Les données fonctionnelles ont fait leur apparition dans plusieurs domaines de la statistique appliqué
cine, environnement,. . .). Il est donc de plus en plus fréquent de travailler avec ce type de données. D’un
de vue technique, un échantillon de données fonctionnelles peut être rencontré dans beaucoup de prob
tistiques (classification, discrimination, études longitudinales, prévision,. . .). Ce champ de la statistique moder
est devenu populaire grâce au livre de Ramsay et Silverman [5] et est généralement connu sous le nomAnalyse
Statistique des Données Fonctionnelles. Le lecteur peut trouver dans Ferraty et Vieu [2] une vue d’ensembl
des problématiques et des avancées récentes liées à ce domaine important de la statistique moderne.

Dans cette Note, nous nous intéressons à la prévision d’une variable réponse scalaireY étant donnée une certain
variable fonctionnelleX. En d’autres termes, la question est d’estimerr(·) = E(Y |X = ·) quandX est une variable
aléatoire à valeurs dans un espace de dimension éventuellement finie. L’estimation de l’opérateurr a été traitée pa
plusieurs auteurs durant la dernière décennie, et la plupart de ces travaux concernaient les modèles liné
l’opérateurr (voir Cardot et al. [1]). En suivant les travaux de Ferraty et Vieu [2], une approche non param
du problème est envisageable, mais comme c’est le cas avec plusieurs estimateurs non paramétriques,
dans le cadre non fonctionnel que dans le cas de dimension infinie étudié ici, il y a un paramètre de lis
intervient dans la construction des estimateurs et qui doit être sélectionné convenablement afin d’assurer d
performances sur le plan pratique. Le but principal de cette note est donc de proposer une procédure au
pour choisir ce paramètre, et d’établir son optimalité asymptotique dans un sens quadratique.

Cette Note est organisée comme suit. La Section 2 est consacré à la présentation du modèle, à l’estim
opérateurs et à la description de la procédure de choix du paramètre de lissage. La Section 3 contient l
principal de cette Note, à savoir le Théorème 3.1 qui est une extension au cas de régresseurs de dimens
des résultats de Härdle et Marron [3] et Marron et Härdle [4], et contient également des résultats d’équiv
asymptotiques entre différentes mesures de risque quadratique pour les variables fonctionnelles.

2. Critère de choix de la largeur de fenêtre

Soit (E,D) un espace semi-métrique (dimension infinie). Soit(X1, Y1), . . . , (Xn,Yn) un échantillon de réalisa
tions de la variable aléatoire(X,Y ) à valeurs dansE × R. Suivant Ferraty et Vieu [2], le problème d’estimati
de l’opérateur fonctionnelr peut être traité par les techniques d’estimation à noyau. Précisément, ces aute
introduit l’estimateur opératoriel suivant :

r̂h(x) =
∑n

i=1 YiK(h−1D(x,Xi))∑n
i=1 K(h−1D(x,Xi))

où K est une fonction réelle définie surR
+ et h = h(n) ∈ R

+ est le paramètre de lissage (largeur de fenê
Pour la suite, nous rappelons l’erreur quadratique moyenne et l’erreur quadratique moyenne integrée :ASE(h) =
n−1 ∑n

j=1(r̂h(Xj ) − r(Xj ))
2W(Xj ) et MISE(h) = ∫

E(r̂h(x) − r(x))2W(x)dF(x), où W est une fonction de
poids positive (connue) et dF désigne la mesure de répartition.

En s’inspirant de Härdle et Marron [3], nous introduisons le critère :

CV(h) = n−1
n∑

j=1

(
Yj − r̂

j
h (Xj )

)2
W(Xj )

où r̂ i
h(x) est l’estimateurvalidé croisé der(x) donné par :̂rj

h (x) =
∑n

i=1
i �=j

YiK(h−1D(x,Xi))

∑n
i=1
i �=j

K(h−1D(x,Xi))
.

Le critèreCV est connu sous le nom decritère de validation croisée et son minimiseurh0 = arg minh∈Hn CV(h)

est appeléla largeur de fenêtre validée croisée.
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3. Optimalité asymptotique du paramètre de lissage sélectionné

3.1. Hypothèses

Fonction de poids. Nous supposons que :

W est une fonction positive bornée et à support compact d’intérieur non vide.

Largeur de fenêtre. Nous supposons que :

Hn est un ensemble fini de paramètresh, tels queh → 0 et satisfaisant la condition (5). (2)

Le noyau. Nous supposons queK est strictement décroissant sur[0,1] et∃a, b > 0 tels que :

a 1[0,1](x) � K(x) � b1[0,1](x), pour toutx ∈ R. (3)

Concentration de X. Nous supposons que la loi de probabilité de la variable fonctionnelleX peut être écrite
comme suit

P
(
D(x,Xi) � h

) = Cxϕ(h) + o
(
ϕ(h)

)
, pour toutx ∈ E, i ∈ {1, . . . , n}, (4)

et satisfaisant, pour tout compactS , les conditions : supx∈S Cx < ∞, ϕ(s) > 0, ∀s, lims→0 ϕ(s) = 0, et

∃τ > 0 tel que
+∞∑

n=1

ϕ(h)τ < ∞. (5)

Opérateur de régression. Le modèle statistique pour l’opérateur fonctionnelr est non paramétrique en ce se
que nous supposons l’hypothèse de régularité suivante réalisée :

∃C < ∞, ∃β > 0, tel que∀x, y ∈ E:
∣∣r(x) − r(y)

∣∣ � CD(x,y)β. (6)

Moments conditionnels. Nous supposons l’hypothèse de bornage habituelle suivante :

∀k ∈ N
∗, ∃Ck > 0 tel que E

(|Y |k|X = x
)
� Ck pour toutx ∈ E. (7)

∃σ > 0 tel queE
(
Y 2|X = x

) = σ(x) � σ > 0 pour toutx ∈ E. (8)

Notre jeu d’hypothèses est relativement peu restrictif, puisque les conditions surY , W K et Hn sont les même
qu’en dimension finie (voir Härdle et Marron [3]) tandis que la condition (4) surX est la même que celle nécessa
pour obtenir la convergence des estimateurs (voir Ferraty et Vieu [2]).

3.2. Résultat principal

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de cette note.

Théorème 3.1. Sous les hypothèses (1)–(8), le critère de sélection du paramètre de lissage qui consiste à choisir
h0 ∈ Hn minimisant CV(h) est asymptotiquement optimal relativement aux distances d = ASE ou MISE, au sens
suivant :

d(r̂h0, r)

infh∈Hn d(r̂h, r)
→ 1, p.s. quand n → +∞.

Idées de la démonstration. Ce résultat se démontre en suivant le même cheminement qu’en dimension fini
Härdle et Marron [3]), mais en tenant compte de l’aspect fonctionnel des variables grâce à des techniques
à celles employées par Ferraty et Vieu [2]. Les deux outils clés employés dans cette preuve sont des équ
asymptotiques entre divers critères d’erreurs quadratiques (que nous établirons et que nous rappelons au p
suivant), ainsi que des inégalités de moments. L’intégralité de nos preuves peut être obtenue sur demand�
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3.3. Équivalence entre les erreurs quadratiques

Nous établissons trois lemmes concernant l’équivalence asymptotique entre plusieurs mesures de ris
résultats jouent un rôle important dans la preuve de notre principal résultat.

Lemme 3.2. Sous les hypothèses (2), (3), (5)–(7)et (8), nous avons

sup
h∈Hn

∣∣∣∣
MISE(h) − ISE(h)

MISE(h)

∣∣∣∣ → 0, p.s. quand n → ∞.

Lemme 3.3. Sous les hypothèses du Lemme 3.2, et si en plus une des trois conditions suivantes est satisfaite :
(i) nhk est bornée, pour k � 2, ou (ii) ϕ(h)n1/2h2β < 1, ou (iii) h � Cn−κ pour κ � 1/4β , alors, on a

sup
h∈Hn

∣∣∣∣
MISE(h) − ASE(h)

MISE(h)

∣∣∣∣ → 0, p.s. quand n → ∞.

Lemme 3.4. Sous les hypothèses (2), (3), (5)–(7)et (8), nous avons

sup
h∈Hn

∣∣∣∣
ASE(h) − ISE(h)

ISE(h)

∣∣∣∣ → 0, p.s. quand n → ∞.

Remarque 1. Des Lemmes 3.2, 3.3 et 3.4 on peut établir des résultats généraux semblables à ceux démo
Vieu [6] dans le cas réel :

sup
h∈Hn

∣∣∣∣
d(r̂h(x), r(x)) − d ′(r̂h(x), r(x))

d(r̂h(x), r(x))

∣∣∣∣ → 0, p.s. quandn → ∞

oùd , d ′ ∈ {ASE, ISE,MISE}.
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