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Résumé

Dans cette Note, nous étudions I'estimation de la régression quand le régresseur est de type fonctionnel. L'estimateur de la
régression pour ce type de données a été récemment introduit. Il dépend d’'un parametre de lissage qui contrble sa vitesse de
convergence, et le but de notre travail est de construire un critére de choix automatique de ce paramétre. Le critére est formulé
sous la forme d’une validation croisée fonctionnelle. Sous certaines hypotheses sur I'opérateur de regression (inconnu), nous
montrons que cette procédure est optimale. En plus, nous établissons I'équivalence asymptotique entre plusieurs mesures de
risque pour I'estimation non paramétrique de I'opérateur de régresXonciter cet article: M. Rachdi, P. Vieu, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abstract

Automatic smoothing parameter selection for the nonparametric regression estimation of functional data. We study
regression estimation when the explanatory variable is functional. Nonparametric estimates of the regression operator have
been recently introduced. They depend on a smoothing factor which controls its behaviour, and the aim of our Note is to
construct some data-driven criterion for choosing this smoothing parameter. The criterion can be formulated in terms of a
functional version of cross-validation ideas. Under mild assumptions on the unknown regression operator, it is seen that this
rule is asymptotically optimal. As by-products of this result, we state asymptotic equivalences for several measures of accuracy
for nonparametric estimate of the regression operatite thisarticle: M. Rachdi, P. Vieu, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341
(2005).
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1. Introduction

Les données fonctionnelles ont fait leur apparition dans plusieurs domaines de la statistique appliquée (méde
cine, environnement,..). Il est donc de plus en plus fréquent de travailler avec ce type de données. D’'un point
de vue technique, un échantillon de données fonctionnelles peut étre rencontré dans beaucoup de problémes st
tistiques (classification, discrimination, études longitudinales, prévision,Ce champ de la statistique moderne
est devenu populaire grace au livre de Ramsay et Silverman [5] et est généralement connu sousAealgse d’
Satistique des Données Fonctionnelles. Le lecteur peut trouver dans Ferraty et Vieu [2] une vue d’ensemble sur
des problématiques et des avancées récentes li€ées a ce domaine important de la statistique moderne.

Dans cette Note, nous nous intéressons a la prévision d’une variable réponse Baatiaitelonnée une certaine
variable fonctionnelle&X. En d’autres termes, la question est d’estimer=E(Y|X = -) quandX est une variable
aléatoire a valeurs dans un espace de dimension éventuellement finie. L'estimation de I'opé&&téuraitée par
plusieurs auteurs durant la derniere décennie, et la plupart de ces travaux concernaient les modeéles linéaires pol
I'opérateurr (voir Cardot et al. [1]). En suivant les travaux de Ferraty et Vieu [2], une approche non paramétrique
du probléme est envisageable, mais comme c’est le cas avec plusieurs estimateurs non paramétriques, aussi bi
dans le cadre non fonctionnel que dans le cas de dimension infinie étudié ici, il y a un paramétre de lissage qui
intervient dans la construction des estimateurs et qui doit étre sélectionné convenablement afin d’assurer de bonne
performances sur le plan pratique. Le but principal de cette note est donc de proposer une procédure automatiqu
pour choisir ce paramétre, et d’'établir son optimalité asymptotique dans un sens quadratique.

Cette Note est organisée comme suit. La Section 2 est consacré a la présentation du modeéle, a I'estimation de
opérateurs et a la description de la procédure de choix du parameétre de lissage. La Section 3 contient le résulte
principal de cette Note, a savoir le Théoréeme 3.1 qui est une extension au cas de régresseurs de dimension infini
des résultats de Hardle et Marron [3] et Marron et Hardle [4], et contient également des résultats d’équivalences
asymptotiques entre différentes mesures de risque quadratique pour les variables fonctionnelles.

2. Critéredechoix delalargeur defenétre

Soit (E, D) un espace semi-métrique (dimension infinie). $&it, Y1), ..., (X,, Y,) un échantillon de réalisa-
tions de la variable aléatoirg(, Y) a valeurs dan& x R. Suivant Ferraty et Vieu [2], le probléme d’estimation
de I'opérateur fonctionnel peut étre traité par les techniques d’estimation a noyau. Précisément, ces auteurs ont
introduit I'estimateur opératoriel suivant :

Yo YiK (' D(x, Xi))
Y K(h™1D(x, X1))
ou K est une fonction réelle définie sl eth = h(n) € RT est le paramétre de lissage (largeur de fenétre).
Pour la suite, nous rappelons I'erreur quadratigue moyenne et I'erreur quadratique moyenne iREG(6e =
n Y (e (X)) — r(X))2W(X ;) et MISE(h) = [E(#u(x) — r(x))*W (x)dF (x), oi W est une fonction de
poids positive (connue) etkddésigne la mesure de répatrtition.
En s’inspirant de Hardle et Marron [3], nous introduisons le critére :

Fp(x) =

n
—_ ~J 2
CV(h)=n"1 E (Y; = (X)) W(X))
j=1
"1 YiK(hID(x, X))

st 4 nar 7 (y) — 7
ou 7 (x) est I'estimateuvalidé croisé der(x) donné par fj (x) = S KGTDEx)

i#
Le critereCV est connu sous le nom ddtére de validation croisée et son minimiseuho = arg min,c g, CV(h)
est appeléa largeur de fenétre validée croisée.
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3. Optimalité asymptotique du parametre de lissage sélectionné
3.1. Hypothéses

Fonction de poids. Nous supposons que :

W est une fonction positive bornée et a support compact d’intérieur non vide. Q)
Largeur defenétre. Nous supposons que :

H, est un ensemble fini de paramétigegels queir — 0 et satisfaisant la condition (5) (2)

Lenoyau. Nous supposons qug est strictement décroissant §0r1] et3a, b > 0 tels que :

alp1(x) < Kx)<bljpqx), pourtoutr €R. 3)
Concentration de X. Nous supposons que la loi de probabilité de la variable fonctiondelfeut étre écrite
comme suit
P(D(x, X;) <h) =Crp(h) +0(p(h)), pourtoutx € E, i €{1,...,n}, (4)
et satisfaisant, pour tout compattles conditions : sup s C, < 00, ¢(s) >0, Vs, limy_0¢(s) =0, et
+00
37 > 0O tel queZ ph)' < co. (5)
n=1

Opérateur derégression. Le modéle statistique pour I'opérateur fonctionnedst non paramétriqgue en ce sens
gue nous supposons I'hypothese de régularité suivante réalisée :
AC < o0, 38 >0, tel quevx, y € E: ’r(x) — r(y)| <CD(x, y)P. (6)
Moments conditionnels. Nous supposons I'hypothése de bornage habituelle suivante :
Vk € N*, 3C; > O tel que E(|Y|¥|X = x) < Cx pour toutx € E. (7)
Jdo > O tel queE(Y2|X:x)=o(x) > o > 0 pourtoutx € E. (8)

Notre jeu d’hypothéses est relativement peu restrictif, puisque les conditio’s $4rK et H, sont les mémes
gu’en dimension finie (voir Hardle et Marron [3]) tandis que la condition (4)6est la méme que celle nécessaire
pour obtenir la convergence des estimateurs (voir Ferraty et Vieu [2]).

3.2. Résultat principal
Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le résultat principal de cette note.

Théoréme 3.1. Sous les hypotheses (1)—(8), le critére de sélection du paramétre de lissage qui consiste a choisir
ho € H, minimisant CV (h) est asymptotiquement optimal relativement aux distances d = ASE ou MISE, au sens
suivant :

d(Fpy, 1)

_ 1 .S. uand .
Nfpem, dFr) o DS duanan—=+oo

Idéesdeladémonstration. Ce résultat se démontre en suivant le méme cheminement qu’en dimension finie (voir
Hardle et Marron [3]), mais en tenant compte de I'aspect fonctionnel des variables grace a des techniques similaires
a celles employées par Ferraty et Vieu [2]. Les deux outils clés employés dans cette preuve sont des équivalences
asymptotiques entre divers critéres d’erreurs quadratiques (que nous établirons et que nous rappelons au paragraph
suivant), ainsi que des inégalités de moments. L'intégralité de nos preuves peut étre obtenue sur demande.
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3.3. Equivalence entre les erreurs quadratiques

Nous établissons trois lemmes concernant I'équivalence asymptotique entre plusieurs mesures de risque. Ce
résultats jouent un réle important dans la preuve de notre principal résultat.

Lemme 3.2. Sous les hypothéses (2), (3), (5)—(7)et (8), nous avons
MISE(h) — ISE(h)
MISE(h)

— 0, p.s.quandn — oo.

heH,
Lemme 3.3. Sous les hypothéses du Lemme 3.2, et si en plus une des trois conditions suivantes est satisfaite :
(i) nh* est bornée, pour k > 2, ou (i) ¢(h)nY2h?f < 1, ou (i) h < Cn~* pour k > 1/48, alors, ona

MISE(h) — ASE(h)
MISE(h)

— 0, p.s.quandn — oco.

heH,

Lemme 3.4. Sousles hypothéses (2), (3), (5)—(7)e€t (8), nous avons
ASE(h) — ISE(h)

=0 — 0, p.s.quandn — oco.

heH,
Remarque 1. Des Lemmes 3.2, 3.3 et 3.4 on peut établir des résultats généraux semblables a ceux démontrés pa
Vieu [6] dans le cas réel :

d(Fp(x),r(x)) —d' (Fp(x), r(x))
heH, d(Fp(x), r(x))

oud,d’ € (ASE, ISE, MISE}.

— 0, p.s.quandk — oo
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