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Résumé

Le but de cette Note est de construire une famille naturelle de processus et de champs aléatoires ayant un caractére multifrac
tal. De tels objets jouent un réle crucial dans la modélisation de la turbulence et des marchés financiers. Dans cette premiére
partie nous présentons un modéle de champ a accroissements syméhaguester cet article: J. Duchon, R. Robert, C. R.
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0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Intermittent random fields. Part I: fields with symmetric increments. The purpose of this Note is to construct a natural
family of random processes and fields having a multifractal character. Such objects play a crucial r6le in modelling turbulence
and financial markets. In the present first part we present a model of a field with symmetric incréfoeitsthis article:
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1. Introduction

Observés de maniére grossiére, certains phénomenes aléatoires semblent invariants d'échelle. Il en est ainsi d
champ de vitesse turbulent ou bien des processus a temps continu donnant I'évolution du cours d’un actif financier.
Si on examine ces phénoménes de fagon plus attentive, on s’apergoit qu'ils présentent en fait une forme affaiblie
d'invariance d’'échelle, qu’'on nomme couramment invariance multifractale ou intermittence (invariance d'échelle
locale avec un exposant variable). Une question importante est alors de construire de tels champs aléatoires inter
mittents reproduisant de fagon convaincante les propriétés des phénoménes observés.
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A la suite du travail de Kolmogorov et Obukhov [3,6] sur la dissipation d’énergie dans le fluide turbulent, Man-
delbrot [4] introduisit pour la dissipation turbulente ou la volatilité d’un actif la notion de modele limite-lognormal.
Ces réflexions ont trouvé un aboutissement avec la construction par Kahane [2] du chaos multiplicatif gaussien, qui
donne un modeéle (mesure aléatoire) multifractal naturel pour la volatilité ou la dissipation. La question est alors de
modéliser non seulement des quantités positives comme la volatilité ou la dissipation mais I'ensemble du phéno-
mene : processus aléatoire donnant le cours ou champ de vitesse turbulent. L'idée de départ, die a Mandelbrot [5]
est de construire un modéle du cours d’'un actif (en fait de son logarithme) en effectuant un changement de temps
aléatoire dans un processus brownien, le changement de temps étant pris indépendant du brownien. En reprenal
cette idée Bacry et al. [1] proposent un modeéle multifractal du cours d’'un actif ou le changement de temps est
obtenu en prenant la primitive d’un chaos multiplicatif gaussien. Le processus ainsi obtenu reproduit bien certaines
propriétés des cours.

Dans cette premiére partie nous montrons comment cette construction s’étend a plusieurs dimensions et fournit
des champs aléatoires.

Ce qui limite I'intérét de ce modele (ou le brownien et le changement de temps sont indépendants), c’est qu'il
implique que la loi des accroissements du processus est forcément symétrique. Or la dissymétrie de cette loi es
d'une part un fait empirique patent pour certains types d'actifs [7], et d’autre part une nécessité théorique en
turbulence ou elle est liée a la dissipation d’énergie cinétique. C’est pourquoi nous présenterons dans une second
partie un modeéle naturel de champ aléatoire ayant a la fois intermittence et dissymétrie. Dans les deux cas la
construction s’inspire largement de celle du chaos multiplicatif gaussien.

2. Construction d’un champ aléatoire scalaire multifractal et symétrique surR?

Notons d¥ (x) un bruit blanc gaussien standard &ft. Soit ¢(x) une fonction suR? a valeurs dang, 1],
C>, a symétrie radiale, valant 1 poli| < 1 et O pourix| > 2. PourR > 0 fixé on notep® (x) = R=4/2¢(x/R).
Soit k(x) = |x|~%/2 pour |x| < 1, et 0 pour|x| > 1, kR (x) = R=%/?k(x/R), etf(x) une fonctionC> & support
dans|x| < 1, > 0, symétrique, telle qu¢ 6(x) dx = 1. (Dans toute la suite nous écrivofispour |5,.) Notons
0% (x) = e 40(x/e) poure > 0. On noterch la régularisée a I'échelle de kR, kR = 0¢ x kR, p =k xk, p: =
0¢ % 0% % p. On vérifie quep (x) = wy log™ \xl + ¢ (x), olwy estI'aire de la sphere unité dr¢ et ¢ une fonction
continue nulle poufx| > 2.

Soient d¥p(y), dWi(y) deux bruits blancs indépendants, spitun paramétre- 0. On noteX? le champ
gaussien régulier centr&®(y) = yfkR(y — 0)dWi(o) dont le noyau de corrélation e$k®(x)X¢(y)) =
14 pa/R( 2). On se donne un réet, 0 < a < d. On peut alors définir le champ aléatoire régulif =

R~ O‘f ¢ (xd — expX¢(y) — C.]dWo(y) oll on note| - | = 6% x| - | et C, est une constante de normalisation
qui sera ch0|S|e de maniére a assurer la convergence des ci#npsques — 0.

2.1. Calcul desmomentsde X'¢ et normalisation

E ut|I|sant les propriétés classiques du bruit blanc et I'indépendancé¥ged1, on peut calculer pour
r=12..

E[(x; ) "] = Capexp[2p(y?pe/r(0) - Ce)]

/ /fe()’l) fs(y,,)Zexp[4yzzp€/< ;yf')}dyl-~-dyp

i<j

avec f (y) = R1%pR(y)/|y|d* et Cop = [ %e‘xz/z dx. (Les moments d’ordre impair sont nuls.) Ceci nous
ameéne a choisir la normalisatid@h = yz,os/R(O) (on aC, — oo lorsques — 0).
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On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et obtenir la limite :

ImE)? =Cap [ [ roveropted a2 Yo M2 ) | ay,

i<j

a condition que l'intégrale

/ / FoD%fo?] ]

i<j

—4y2wq

YiZ Vi dy; - -dy,

R

*

soit finie (on notgx|, = inf{|x|, 1} etici f = fo).

En appliqguant la méthode de Kahane [2], on obtient la condition suffisaate% + 4(p — 1)y%w,. Cette
condition montre que pour tout, d/2 < « < d, et poury «assez petit», il y a un nombre fini de momentsije
qui tendent vers une limite finie poar— 0. Le méme calcul donne également la limitekd - X)f)zl’], on

prend cette foisf (y) = R*[|y — k|~ %R (y — h) — |y|74T%oR (y)].

3
x—+h

2.2. Estimations uniformes en ¢ et convergence de X¢ vers un champ X

On peut déduire des calculs précédents que paassez petite > % + 2y +/2dw, ) on peut choisip de ma-
nieére a avoir I'estimation uniforme en: E(X o XS)ZP c(Jh|/R)?*¢, pour unz > 0. Comme en outre
E(XS)ZP ¢, on peut appliquer le critére de compacité de Kolmogorov, et donc, modulo I'extraction d’'une
sous-suite, supposer que la sultd converge en loi vers un certain champ contitu Pour tout ensemble
fini de points{x1, ..., x,}, on peut calculer la fonction caractéristiq@edu vecteur aléatoiréX,,, ..., Xy,) :
C(1,-.. &) =Eexp—3 [ g()G@V)] 0l g(y) = R~ [ & lxe — yI7 TR (xx — y)1? et G(dy) est la me-
sure aléatoire obtenue en appliquant & la mesure de LebesdR@ ldechaos multiplicatif gaussien de noyau
4y2p(x — y). Ceci implique que la loi déx,,, ..., Xy,) est uniquement déterminée, et donc dreconverge
bien en loi versY. L'expression de la fonction caractéristique montre en outre que la lai. dg — X, est symé-
trique.

2.3. Momentsde X et scaling

Comme il n'est pas évident quE X Hh Xf)zl’ tende ver& (X 1y - Xx)zf’, pn calcule cet.te derniére expres-
sion a partir de la fonction caractéristique et on montre que c’est bien la limite de la premiéeepdur
Examinons maintenant la question du scaling. D’aprés les calculs précédents, on a

E(Xeire — X = / / f(y1>2---f(y,,)zexp[4y22p<%>]dy1~--dyp
i<j

ou f(y) = Ry — re|~9H%pR(y — xe) — |y|~¥t2pR(y)]. Par application du théoréme de Lebesgue, on
montre que pour — 0 : E(Xirse — X)) ~ /R C(p,y) x [+ [Tlillzx — €79 — || ~47%)2 x
l_[,<, lzi —zj1” 4y2wq dzy---dz, avec¢, =2p(a —d/2) — p(p — 1)2y%wy, & condition que lintégrale soit fi-

nie (elle ne dépend pas de €). Une condition sufﬁsame,w s’obtient par la méthode de [2].
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