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Résumé

Dans une Note précédente (partie I) nous avons présenté une famille de champs aléatoires multifractals dont les accrois-
sements ont une loi symétrique. Nous construisons dans cette seconde partie une autre famille de champs intermittents,
a accroissements dissymétriquiesur citer cet article: J. Duchon, R. Robert, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abstract

Intermittent random fields. Part |I: fields with asymmetric increments. In a previous Note (part I) we presented a family
of multifractal random fields, the increments of which have a symmetrical distribution. In this second part we construct another
family of intermittent fields, with asymmetric increment® cite this article: J. Duchon, R. Robert, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Nous renvoyons a l'introduction de la partie | pour une présentation plus générale de la problématique, et pour
les notations.

Pour résumer la situation dans un langage heuristique commode, la construction précédente consiste a applique
I'opérateur de noyalR? %R (x — y)/|x — y|¢~% au champ &1 dWy, ol dWy et dW; sont deux bruits blancs
indépendantsX; le champ gaussien associé Wgvia le noyauk® ety est le paramétre d’intermittence. Mais
I'hypothése queX; et dWy sont indépendants est brutale, et il est naturel d’introduire une certaine dépendance
entre le bruit blanc et le champ. Pour cela on va introduire le modéfe'e1X1 dWy ol X est le champ gaussien
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associé a W viak®, etyp, y1 sont deux paramétres d’intermittence. On va voir que définir un tel modéle nécessite
une normalisation différente et que ceci va impliquer des propriétés différentes de celles du modéle précedent, e
notamment introduire une dissymétrie dans la loitle, — X, dQe a la corrélation entre le cham¥pet Wy. Cette
dissymétrie a un sens profond : elle est liée a la dissipation d’énergie dans le cas des champs de vitesse turbulent
et pour les marchés financiers a I'aversion au risque (dissymétrie de comportement des acteurs a la hausse ou a
baisse).

L'étude de ce modéle comprend les mémes étapes que le cas précédent.

2. Construction du champ a accroissements dissymétriques
Commengons par définit? = R1* [ R (x — y)|x — y|74T*eX" =C: dWp(y) (on rappelle que- | = 6° x| -|)
avecX® = yoXg+y1 X1, X7 (v) = fkf(y —o)dW;(0),i =1, 2. ll est clair que presque s(remekit est un champ

scalaireC™ surR?.

2.1. Calcul des moments, normalisation

On calculeE([ f.(y) € O=CdWo (), ¢ =1,2, ..., avecf.(y) = Ri—a2"0) puis avec

i
lyle ™

Ry —-nm soR(y)>
ly —hld* yld
Ce calcul se fait de maniére directe au moyen du

fe(y) = R"“(

Lemme 2.1.S0it (Z1, ..., Z,, Z) un vecteur gaussien centré, alors
1,72
E(Z1 Z,e¥)=e2 N (Zo+ -+ Zjuj2),
avec

Yo=(Z21).. {ZZ,),
Y1 =sommedetermesdelaforme(ZZ1)---(ZZ, _2){Z,_1Z,),
Xy =sommedetermesdelaforme(ZZ1)---(Z,—3Z,-2){Z,-1Z,), €tC.

Le moment ci-dessus va ainsi se présenter comme une somme de teiiyfes-: X7 + X7 + - - - . EcrivonsXj
qui va en fait donner la contribution dominante lorsgue- O :

T =vgk: (O exp[% (v6 + 1) pe/r(0) = ch}

x /~-~/exp|:(y§+yf)2pg/;e<yi ;y;)] ﬁ(1+ 07) fe (i) dyx

i<j k=1

ol on noteQ? = kf(O)_l Zi# kf(yj — y;). Ceci amene a choisir la constante de normalisafiprielle que
kR (0) expl—C; + 3(v¢ + vP)pe/r(0)] = 1. Ensuite, par application du théoréme de Lebesgue, on voit que

o~ Vg/"’/exp[(%)z"')’].z)zp(%)} []700dy
k=1

i<j
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a condition que cette intégrale converge. L'application de la méthode de [1] donne la condition suffisante
2(qg — 1)(;/0 + yl)a)d < a. On vérifie ensuite qu’'avec cette condition tous les autres tedifeendent vers 0
lorsques — 0.

2.2. Estimations uniformes en ¢ et convergence vers un champ X

En utilisant pour I'essentiel les mémes techniques que précédemment et en traitant successivement tous les
termesX{, X7, ... on montre que pou = (yo + ¥4 2)wq assez petity < = 37 eta > 24/28d — 28) on peut choisir
p de maniére a avoir I'estimation uniforme en E(X?,, — Xj)zl’ c(Jh]/R)4+¢, pour unz > 0. On peut alors
appliquer le critére de compacité de Kolmogorov.

On peut donc, modulo I'extraction d’une sous-suite, supposeAtjusnverge en loi vers un champ contiau
Pour montrer que toute la suite converge il faut de nouveau montret’eagt uniquement déterminé.

Ici le calcul explicite de la fonction caractéristique n’est plus possible et la méthode consiste a montrer que pour
tout ensemble fini de pointsy, ..., x,} la suite des vecteurs aléatoire; , ..., XY ) est une suite de Cauchy

dansL??, i.e. E(AXf, — A% Y2r 0 lorsquee, ¢’ — 0, poura > 2(2p — 1)8. Pour ce faire on développe et on
calcule la limite de chaque terme. Il en découle I'unicité de la lirditet le passage a la limite pour les moments

poura > 2(q — 1)38. Dol E(Xyin — X! =y [+ [ FOD ... fO) eXHOZ +vD) Yo oD dys - - dy,

avecf(y) = R4“(ly = hI= R (y — ) — [y 70 (y)).
Fixons un vecteur unitaire et prenonsh = Ae. L'application du théoréme de Lebesgue montre alors que
E(Xitre — X)) ~ (A/R)%C, (L — 0) avecy, = go — %q(q — 1)(7/0 +yf 2wy, & condition que l'intégrale

soit finie. L'application de la méthode de [1] donne la conditiol: 2 1)(y0 + 5 g <a < 1.

X+h

le.. .qu

lzi —eld=®  |zg|d—e I ,)/Rl(y12+y12)wd
*

i<j [(zi —Zj

2.3. Dissymétrie des accroissements X, — X,

Le calcul ci-dessus fournit en fait les valeufs = ¢ [ - fl"[K] —zjl” §+rDed ]‘[q F(z;) dzx avec
F(2) = |z — e|741* —|z|~%, On vérifie facilement par un argument de symétrie que pom’pair onaC, =0.
Les calculs précédents fonctionnent tout aussi bien si on construit un nouveau champ en remplacant dans la défi-
nition de X’® le noyaugp® (x — y)/|x — y|9=% pare®(x — y)(x! — y))/|x — y|¢=*+L (pouri =1, ...,d x' désigne
lai-éme coordonnée dg. Mais alors I'argument de symétrie du noyau tombe. De fait on vérifie qu’'on a toujours
E(X,+n — Xy) = 0 mais queCs # 0 (ce n'est pas évident et peut se faire par un calcul numérigue). Ce qui implique
bien sdr que la loi d&,, — X, n'est pas symétrique.

Remarques.

1. Ce qui précede est bien sdr valide pduts 1. Mais les besoins de la modélisation financiere aménent & des
spécifications particulieres qui seront examinées séparément.

2. Un modele de champ de vitesse aléatoire incompressible, multifractal et dissipant I'énergie cinétique, se dé-
duit aisément des considérations précédentes. Ceci sera développé ailleurs dans le cadre de la problématiqus
turbulente.
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