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Résumé

Nous étudions les propriétés arithmétiques et topologiques d'une classe de fractals de Rauzy. En particulier nous donnons
une paramétrisation des frontieres de ces ensembles et nous montrons que ceux-ci sont des quabBedisqerscet ar-
ticle: A. Messaoudi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Rauzy fractals. We study arithmetical and topological properties of a class of Rauzy Fractals. In particular, we give a
parametrization of the boundaries of these sets and show that they are quasTalisksthis article: A. Messaoudi, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Soienta un entier naturel non nul €¥),),>0 la suite récurrente définie pary =0, F1 =0, Fo =1, Fyy3=
aF, 2+ F,p1+ F, Yn > 0. Il est connu, en utilisant I'algorithme glouton que tout entier natwrg€crit d'une
maniere unique comme= Z,N:z & F; oU(&;)2<i<n € D, ouD estl'ensemble des suités )<<k tel quek > 2
etpourtout > 2,6, =0,1,...,a, etle mote;¢;_1¢; _» Vérifie la relatiore; ¢; _16; 2 <jex all pour tout > 4, avec
des conditions initialeszez <jex al, e2 < a (car F3 = a et F4 = aF3 + F2) 0oU <|ex est I'ordre lexicographique.
On considére le polyndme,(x) = x3 — ax? — x — 1. Ce polynéme a une racine réefie= 1 et deux racines
a eta@ complexes de module: 1. Au polyndmeP, (x), on peut associer un ensembdle Cc C défini par&, =
{Z;;O; gia VN > 2, (ei)2<i<n € D). Le plus connu des ensembl€s est 'ensembleC; (Fractal de Rauzy
Il a été introduit par Rauzy [7] et a fait I'objet de plusieurs études (voir par exemple [2,4,5,8]). L'ens&ile
plusieurs propriétés. Il est compact, connexe [7] et il induit un pavage périodiqliendeluloZ + Za. L'ensemble
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Fig. 1. Voir texte.

&, constitue aussi une représentation géométrigue du systéme dynamigue associé a la substiéfioa sur
l'alphabetA = {1,2,3} par :0(1) = 11...12, 6(2) = 13, 0(3) = 1. Il est connu [7,4] que la frontiere dg,

est constituée de 6 régions (Fig. 1(clf =Yo=E N &+ 14+ a), Y1=EN(E +1), Yo=E N (& — ),
Y3=ENE, —1—a),Y4=E,N(E — 1) etYs=E,N (& + «). En particulier, nous avons

EaNEat+p+qu)#0 < p+qae{0,+l ta,£(1+a)} Vp.geZ (1)

1. Résultats

Commela| < 1 et 0 est contenu dans l'intérieur dg (voir [7]), tout nombre complexe et non nuis’écrit en
basex commez = Z;;Of gia',oul € Z, e # 0 etpourtoutV > 2, (g;41-2)2<i<n € D. Lasuite(e;);»; est appelée



A. Messaoudi / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005) 175-178 177

a-développemerde z. Il est connu qu’un point de la frontiére dg posséde au moins deaxdéveloppements.
Ces nombres complexes sont caractérisés dans le théoréme suivant (voir [9]).

Théoreme 1.1. Il existe un automate fir('graphe avec un nombre fini d’états tel que pour toutx;); > et (y;)ix
deuxa-développements, nous avopse, x;a' =Y 2, yia' si et seulement si la suitéx;, y;));>; est un chemin
infini de 'automate3 et commencant par I'état initial.

La méthode de Thurston ne donne pas explicitement les états de I'automate. Ici nous proposons de donner ce:
états.

Idée de la démonstration. Soientz = Y %, x;a’ etw =Y 2, y;a' oUl € Z. Supposons que = w. Quitte &
multiplier para~!, nous pouvons supposer gue 0. Posons pour tout > 0, Ay =« *t2 3% (x; — y))a'. Donc
Apy1= % + (xk+1 — yr+1) 2. Supposons sans perte de généralitéxgue yo et quex; > y1. D'oll Ag = 0. Soit
t=(z—yo—yio — yzaz)/a. Nous avong = x1 — y1 + (x2 — y2)o + Z;Og xiol 1= j'=°§ y,'ai_l. Sixz <aet
ys<a,onareé&, NE,;, +x1—y1+ (x2— y2)a). Donc, en vertu de la relation (I)g —y1=1etxa —y, =0
ou 1 Nous déduisons quai = a2 et A = o Si xo = y» OU A2 = o + &2 Si x2 = y» + 1. En étudiant tous les
cas et en continuant le méme procédé, nous obtenons (voir [B]Agues = {0, +a, +a?, £(a + a?), =(1 +
(a —Da?), £(1+ aa?), (14« + (a — 1)a?)}. Nous construisons un automadalont les états sont les éléments
deS. SoientV et W deux éléments d&. Nous mettons une fléche étiquetée pary) € {0, 1, ..., a} et allant deV
aw sietseulement v = g + (x — y)®. Nous prenons 0 pour état initial de 'autom&@eComme I'ensemblé
est fini, nous obtenons un automate fini (Fig. 1(an

2. Paramétrisation delafrontiérede &,

L'automateB décrit explicitement les 6 régioris. Parexemple e Y =&, N(E, +1+a) ©z=1+a +
(@ — Da? + awy = ka® + a?w) ol k € {1,...,a} etwy, w] € &. En utilisant 'automatéd nous construisons 5
fonctionsF;,i =1,...,5, et 21 + 1 fonctionsg;,i =0, ..., 2a telles que

Y,=F(Y) Vi=1,...,5 et Y:ng(Y). 2)
k=0

Ces fonctions sont définies pBt(z) = 1+ (a — Da? +az, Fa(z) = —a®+z/a, F3(z) =z — 11—, F4(z) = (a —
Da?+az, F5(z) = —a?+a+z/a; etgoz) = co+a3z, 81(z) = c1+a*z, g (z) = car +a’2, ¥k =1,2,...,a et
go+1(2) = C2k+1+0l2Z, Vk=1,...,a—1;00co=a3+aa? c1= 1+a+(a —1)a2+aot5, Ccop = ka3+(a —1)a4,
cxsr=1+a+ (@—Da?+ (k— Dad.

Lemme2.1. Nous avons pour tout j € {0, ..., 2a}, g (Y)Ng;(Y) # 0 < 0< |i — j| < 1. En particuliergx (Y)N
g2+1(Y) = {gx (o)} = {g+1(y0)} Yk =0,...,a — 1, et gx_1(Y) N gx(¥) = {gzx-1(x0)} = {gax(x0)} Yk =

K 3
1,...,a,OUxo=—azetyo—W

Soitz un élément de&’. En vertu de la relation (2), il existe une suii®);>1 dans{0, 1, . ,2a}N telle que
z2=1iMy5 100 84y © 8ar -+ - © &a, ) ol y € Y arbitraire. Soitg:[0,1] — Y la correspondance def|n|e de la fagon
suivante : st = Z+°° a; (2a + 1)~ ou (a)i>»1€1{0,1,. ., 2a}N alorsg (1) = 1im, - 400 8b, 0+ 0gp, (xg) OUDL =
ai et pour toutk > 2, by = ay Si Z 1 La; est pair et 2 — a; sinon. L'idée de la construction derepose sur le fait
que Siy = gq, 0 8ay - - - ©&a, alors I'ensembley (Y) est 'union des ensembleso go(Y), Y og1(Y), ..., ¥ oga,(Y)
(dans le sens trigonométrique) Bi"_; a; est pair, ety o g2, (Y), ¥ 0 g24—1(Y), ..., ¥ o go(¥) si > i ;a; est
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impair. Il est facile de voir queg () =3~ 1cb a*n ol les nombreg; sont donnés ci-dessuk; = 0 etk, =
pn +2(n — 1+ 1,) pour toutn > 2, ol p, (resp.l,) est le nombre d’entiers pairs (resp. le nombre de 1) figurant
dans le motb1---b,—1. Il n'est pas difficile de voir que est bien définie. En effet : soients’ € [0, 1] tels
quet =Y T ai2a+ D ett' =3 Fa/(2a+ 1)~ ol (@)i>1, (@)i>1€1{0,1,...,2a)N. Sit =1 et(a)i>1
est lexicographiquement supérieurésg);>1 alors nous pouvons monter qu'il eX|ste un enfietel quea; = a;
pour tout 1< i < k, a1 = a}ﬁLl +1,a; =0 eta] = 2aVi > k + 1. En utilisant la définition dg, nous vérifions
facilement ques (r) = g(¢').

En vertu de la relation (2) et du Lemme 2.1, nous pouvons aussi montrer (voir [6P gsieune application
bijective, continue et vérifig(0) = xg et g(1) = yo. En plusg ests = |H(22:J|roi) Holder continue. Poson&y(z) = z,
vz € C. En utilisant les fonctiong et F;, i =0, 1,...,5, nous définissons une application continue et bijective
de [0,1] dansY; par : h;(t) = F; o g(t) si i est pair, eth;(t) = F; o g(1 —¢t) si i est impair. En fait)Y; est
I'arc d’extrémitésF; (xo) et F;(yo) (dans le sens trigopnométrique)isést pair, etF; (yop) et F;(xp) Sii estimpair.
Maintenant, considérons la correspondafic0, 1] — Fr(&,) définie par : st = Z;;of a;67"olig; €{0,1,...,5)
alors f (1) = Fy, o g(6t — a1) Siay est pair, etF,, o g(1+ a1 — 6t) siaj estimpair.

Théoréme 2.2. La correspondancg est une application bijective est continue $0r1[. En plusf(0) = f(1) et

f ests = ,;(220”1"‘1') Hélder continue.

3. Lafrontierede &, est un quasi-cercle

Nous pouvons montrer, en utilisant I'auto-similaritélegu’il existe unréek > 0, telsque siK 1o <11 <12 <
1 alors|g(t1) — g(to)| < k|g(t2) — g(t0)|. En vertu de I'auto-similarité der (&,) et du Lemme 2.1, nous pouvons
montrer (voir [6]) que pour tout, y € Fr(&,), min(diam(/ (x, y)), diam(I (y, x)) < k|x — y|, ou pour toutz, w €
Fr(&,), 1(z, w) estl'arc deFr(&,) d'origine z et d'extrémitéw dans le sens trigonométrique, et didnx, w)) est
le diamétre dd (z, w). D’ou Fr(&,) vérifie les conditions d’Ahlfors. Par conséqudrt(&,) est un quasi-cercle.

Remarque 1. Le casa = 1 a été étudié dans [5], et la méme approche a été utilisée dans [3] pour étudier la
frontiere du fractal du Dragon. Pour I'étude de certaines propriétés topologiques d’ ensembles fractals donnés par
un systeme de numération, voir aussi [1].
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