——_ COMPTES RENDUS

Available online at www.sciencedirect.com

SGIENCE@DIHEGT’

ATHEMATI
ELSEVIER C.R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005) 259-264 MATHEMATIQUE

http://france.elsevier.com/direct/CRASS1/
Statistique/Probabilités
Calcul de densités prédictives dans le modele bayésien
de Cox-Dirichlet a censures fixes

Fatiha Messaci
Département de mathématiques, université Mentouri, route d’Ain El Bey, 25000 Constantine, Algérie
Recu le 12 juillet 2004 ; accepté aprés révision le 20 juin 2005
Disponible sur Internet le 15 ao(t 2005
Présenté par Paul Deheuvels

Résumé

Dans cette Note nous étendons au cas d'observations censurées par des constantes le calcul des densités prédictives da
le modéle non paramétrique bayésien de Cox—Dirichlet effectué, pour des observations non censurées, par N. Gouget et J.F
Raoult [N. Gouget, J.P. Raoult, Computation of predictive densities in the semi-parametric Bayesian Cox-Dirichlet model,
Non Parametric Statistics 10 (1999) 307-341]. Nous calculons les densités restreintes a des sous ensembles des faces, parti
caractérisées par la fixation des variables censurées et comportant des égalités et des inégalités strictes entre les observatio
non censurée®our citer cet article: F. Messaci, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abstract

Computation of predictive densities in the Bayesian Cox—Dirichlet model with fixed censoringlhis Note is devoted to
the extension, to observations censored by constants, of the computation of predictive densities in the nonparametric Bayesian
Cox-Dirichlet model, which has been developed for noncensored observations by N. Gouget and J. P. Raoult [N. Gouget,
J.P. Raoult, Computation of predictive densities in the semi-parametric Bayesian Cox—Dirichlet model, Non Parametric Statis-
tics 10 (1999) 307-341]. We compute the densities of restrictions to subsets of sides, i.e. the subsets characterized by fixing the
censored variables and by setting equalities and strict inequalities between the noncensored obs&oveiteliss article:
F. Messaci, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

A finite measure ofR” is said piecewise regular (see [3)) if, for any permutatios (o1, ..., o,,) the restriction
of its survival function (s.f.)S to

Ao = |tD1<i<n: Vi€l oo on =V by, <to,, ),

admits a continuous-derivative.
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Such a measure is not necessary absolutely continuous w.r.t. the Lebesgue me&&umet@aisolute continuity
holds for its restriction to any dimensional (with I< [ < n) subset defined by equalities and strict inequalities
between coordinates, that is any

r={tici<a Viell,... ) oy, 1= =lo, Yi€{l ...l = 1o, <t0nj+1},

wherex = (A1, ..., A;) with le:l Aj=nandn; = Z;l:l An (with ng = 0). The so defined densities are given
in [3].

In this Note we are interested with the computation of densities for a piecewise regular probability censored by
constants, i.e. we consider the variali¥gs=T; A t; (1 <i < n) whereu the distribution of(7;) 1< <» is piecewise
regular and wherg; is a fixed value for all K i < n. On the open set (if0, c01") [ ]/_410, 7 [ the study is the same
that for the non censored case given in [3]. It remains to compute the restricted densities to subsets characterized by
fixing the censored variables and by setting equalities and strict inequalities between non censored variables. We
give the expression of these densities in Theorem 2.1. Furthermore we apply this result to derive the densities for
the special case whereis the predictive measure in the Cox—Dirichlet model (see Theorem 3.1). In this odel
(1 <i < n) are independent strictly positive variables and there exists a baseligean strictly positive fixed
constants; (1<i < n) so that the s.f. of; is G“i. G is unknown and endowed with a Dirichlet prior. Details of
proofs and computations are given in [7] and [6].

1. Introduction

Dans [3], Gouget et Raoult introduisent la notion de mesure réguliére par portiofis’ iy partant de la
fonction de survie de la loi prédictive dans le modéle bayésien de Cox—Dirichlet, calculée dans [8], ils montrent
gue la mesure qui lui est associée rentre dans ce cadre. lls en déduisent les densités restreintes de la loi prédictiv
a des sous ensembles caractérisés par des égalités et des inégalités strictes entre les observations. Pour précisel
résultat, rappelons les notions et notations suivantes de [3].

Une configuration d'ex sequo est toute suite de nombres entiers strictement positifs, ..., A;) telle que
le:l Aj =n.Nous notons:; = Y7 _, A, (avecng = 0). Pour chaque-permutations = (o1, ..., 0,) €t chaque
configuration d’ex aqud, nous introduisons le sous ensembleRdedéfini par :

{(tl)1<z<n Vjie{l,. }ta,,j 1+1:"':tc7,lj» Vjie{l, ..., -1} tan/. <t0,,j+1}~

A% est I'ensemble de toutes les suites d&figjui peuvent étre réordonnées en croissant par l'usage de la permu-
tationo et dans lesquelles il y a exactemébtocs d’ex aequo qui, lorsqu’on les recense en croissant, ont les tailles
SUCCeSSIVes1, ..., Al.

Pouri = (1,..., 1), suite de longueur dont tous les éléments sont égaux a 1, nous obtenons les sous en-
semblesA, = {(t)1gigq: Vie{l,...,n =1} to; <loj1}s la fermeture deA, estA, = {(t)1gign Vj €
{L....n =1} t5; <to;,4}

Si o est la permutation identité, nous obtenons les ensembles notés

A ={ticisn Vi€l B tny qp1=- =ty Yje{l....l =L t, <ty 41}.

Soit A une partie d®’ et f une application de A dari®. Soits = (s1, ..., sx) une suite d’entiers distincts dans
{1,...,1}. Lak dérivée partielleaak—f de f est notée; f.

Une mesure finie suR" est dlte regullere par portions si, pour toutgpermutations, la restriction de sa
fonction de survie§, a A,, notéeS,, , admet lar-dérivée continuéd; S, .

La densité de la restriction d’'une telle mesura’aest donnée dans le Théoréme 2 de [3]; le passagt'de
A% se fait alors par permutation.
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Dans [5] Messaci étend cette étude au cas ou des censures aléatoires a droite, a gauche ou mixtes, elles mén
régies par un modeéle bayésien de Cox—Dirichlet, sont appliquées aux observations. La mesure prédictive obtenue
jouit encore de la propriété de régularité par portions et les calculs des densités des restrictions de cette loi aux
ensemblesi? en sont déduits, dans le cas de la censure a droite.

Mais comme expliqué et illustré par des exemples réels, entre autres, dans Klein et Moeschberger (cf. [4]), dans
la pratique les censures peuvent étre aussi bien aléatoires que fixes. Ainsi dans les essais cliniques ou industriels, |
temps d'étude doit trés souvent étre fixé au préalable en raison de contraintes techniques ou légales, ce qui constitu
une censure fixe. C'est pourquoi dans ce travail, dont une version plus détaillée est [7], nous nous intéressons at
cas des censures fixes appliquées a des temps de survie toujours régis par un modéle bayésien de Cox—Dirichle
De fagon précise, nous observons n variables aléatoires positives cen$ue€ds A ;. 1; est fixé pour tout
tel que 1< i < n. Les variables aléatoirég sont strictement positives indépendantes et il existe une fonction
de survie de basé& et une suite de nombres strictement positif91<;<,, appelés contraintes, de sorte que la
fonction de survie d€; soit la puissanc& ‘. Par ailleurs la famille des lois de base est munie de I'a priori de
Dirichlet défini dans [1] et caractérisé par la mesmfede fonction de survie. Rappelons (voir par exemple [2])
gue cela signifie que pour pour toute suite strictement croissagtes, . .., iy, us11) OUug =0 etu,11 = +o00,
la suite aléatoirél — G (u1), G(u1) — G(u2), ..., G(us—1) — G(uy)) admet pour densité, par rapport a la mesure
de Lebesgue swi?, I'application :

F((X) s s Olerl_:I-
0 oi—1
O yy) —> ————0 Tyt [1=3 "y Tas V1, oo s)
y Vs T(a1) - T(asr1) Ely, < ; Vi As (Y Vs

ouI désigne la fonction gamma eulériendg, = {(yi)1<i<s: ViO<yi <1, Y i _qyi<ljetVie{l,...,s +1}
o =a*Qui—1ui]), @0 =Y 311 a;.

La loi prédictive deg(T;) a été donnée pour tout= (#;)1<i<» Par M. Ruggiero, dans [8], par I'expression
suivante :

_ T@O) 17 D) +d7)
SO = Fao ) [l Do) +d7, )

@)

i=1
ou :

e a(0) estla masse totale de la mesuie
e 0 =(01,...,0,) estune permutation réordonnant en croissant la sujte; <., c’'est a dire telle que la suite
(to;)1<j<n soit croissante,
: n n
o df =) _;cq avecd) ,=0etd=df =37 ;ci.

La loi prédictive degX;) est concentrée sqr;_,[0, 7;] et perd la propriété de régularité par portions. Cepen-
dant surT [;_4[0, 7;[ I'’étude est la méme que dans le cas non censuré considéré par Gouget et Raoult dans [3]. Il
reste donc a calculer les densités restreintes aux faces, ensembles caractérisés par la fixation des variables cens
rées. Nous traitons d’abord le cas général d’'une mesure réguliére par portions censurée par des constantes puis nol
appliquons le résultat obtenu au cas particulier de la mesure prédictive dans le modéle bayésien de Cox—Dirichlet.

2. Calcul des densités

Soit (T;)1<ign Un vecteur aléatoire de Ipi réguliere par portions, de fonction de sur§ieOn s’intéresse a la
loi du vecteur aléatoir€l; A 7;)1<i<» OUT; €stune censure (a droite) fixe pour totel que 1< i < n.

Chacune des faces est caractérisée par I'ensatntidss indices qui y sont fixés a la valeur de la censufe
Soit doncC = {(c1,...,¢p) C{1,...,n}, c1 <c2 <--- < ¢p}; la face de dimension — b associée esfy =
{(xl,...,x,l) |Vi er,- =‘L’i,Vi ¢Cxi < 'L'i}.
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En tenant compte du fait que,ist C, alorsx; < t;, nous déduisons quE- a une intersection vide, avec certains
des ensembled, . Cependant il est élémentaire que pour toute permutatitaile queA,N F¢ n'est pas vide,
la restriction de la mesure prédictive/g N Fe admet, pour densité, le produit p(a%l)”‘b dela{r,...,rm_p}-
dérivée deS, olr; ¢ C pour tout; tel que 1< j < n — b. Reste a étudier la restriction au complémentaire, dans
Fe. del, (As N Fe), qui se compose de deux types de parties :

1. Des parties pour lesquelles une variable non censurée prend la valeur d'une variable censurée ; elles sont d
mesure nulle puisque pour une mesure réguliére par portions, toute variété linéaire paralléle a un axe de coordonné
a une mesure nulle.

2. Des parties comprenant des ex aequo d’'une part entre des valeurs de variables non censurées et (ou) d’aut
part entre des valeurs de variables censurées ; ce sontfegue nous allons étudier maintenant en nous restrei-
gnant aux suites croissantes d’observations puisque les autres cas s’en déduisent par permutations.

SoitA’ = (A}, ..., A;) la configuration d’ex sequo de la suite croissante d'observatians. . , x,). On définit
la « suite de regroupements » (qui a la structure d’une configuration d'ex segupartir dex’ en conservant les
effectifs des blocs d’ex aequo de valeurs non censurées mais en remplacént parl) (suite de longueuk;)
tout A, # 1 caractérisant des valeurs censurées ex s&equo.

On poser = (A;)1<is et on introduits, suite de 1 et de 0 composée des indicateurs de censureodel est

associé a toute observation censurée et 0 est associé a tout bloc d’observations non censubéesZéglaS.,-.
Alors A est 'ensemble des suites croissarites. .., ,) telles que, si on note; = Y"1 _, A,

(i) pourtoutj (1< j <)t yp1 ="+ =1,
(if) pourtoutj (1< j<!—1)telqueS;,8;j+1) # (1, 1) tn; <tn;+1,
(iii) pourtoutj (1< j<I)ettouti (nj_1 <i<nj)
sié; =0alorst; < 1,
sid; =1alorst; =1;.

Remarquons d’une part que la condition (iii) veut dire q\fe’ est inclus dans/; et d’autre part ques*-® est
en bijection avec un sous ensembleRie?’ par I'application :(t)1< i< n = (ta;) j15;=0, CE qui permet de définir
la mesure de Lebesgue saf-? par transport de la mesure de LebesgueRéuf.

Grace a une opération de suppression des censures détaillée dans [7] et [6], hous nous ramenons au cas nc
censuré, ce qui nous permet d'appliquer le Théoreme 2 de [3]. Ensuite par réintroduction des censures, nous
arrivons au résultat suivant.

Théoréme 2.1. Soit une mesure réguliére par portions sif, de fonction de survié, a laquelle on applique
n censurega droite) fixesry, ..., 7,. SoitA = (A;)1< </ une suite de regroupementsdet (8;)1< ;< une suite
d'indicateurs de censure compatible aveg¢i.e. sié; =1, »; = 1); le nombre de censures défini paestb =
Y 18- NotonsA* = {0, 1" et Sy (11, ... 1) = S(ty-101) - - -+ Ly-1(n)-

Alors la restriction deu & la portion de faceA*% admet pour densité, par rapport & la mesure de Lebesgue, la
fonction:

= Z (_l)q(a)as(u)sa(u)v (2)

acA*
ou, si on noter = ((ain)1<m<i,;—1)1< </, ON obtient, avea; =Y~ _; A,
A=l

b Q(a)ZH_Z] lZm 1am_ )
o s(a)=(sjigj<h  k=1—b
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1 P tlej®meindicenm tel ques, — 0
avecsj =1+np, 1+ .7 ay’, ou p; estlej®Mindicem tel ques,, =0,

o (0(a) ™t = ((m)1cven1<s<r aveen) =nj 1+ 1+ Y0 Ta) + A —ad)(h; —v).

Example. Soit A*? 'ensemble des suitgy, .. . , o) telles que
n<p<iz=ta=tsg<tg=1t7 <I1g=lo,

ou I'ensemble des indices de censure(est{1, 2, 6, 7}.
Ici M =(1,1,3,2,2),2=(1,1,3,1,1,2),5§=(1,1,0,1, 1,0 et la densité restreinte &% est :

2,8
g"°(t1, T2, X3, X3, X3, T6, T7, X6, X6) = (—0385125436798+ 0395125436789+ 0485124536789
+ 0485123546798~ 0495124536789~ 0585123456798~ 0495123546798

+ 0595123456789(T1, T2, X3, X3, X3, T6, T7, X6, X6).

3. Application au modéle de Cox-Dirichlet

Afin d'effectuer le passage des suites croissantes aux suites quelconques nous intratiiifsqosest I'en-
semble des suitesy, .. ., t,) telles que

(i) (t;) estune suite croissante,
(i) pourtout] a<jgi log, i1 ="""=loy,»
(iii) pourtoutj (1< j<I—1)telque(s;,d;+1) # (1, 1) log, <loy, 15
(iv) pourtoutj (1< j </)ettouti (nj_1 <i <nj)
sid; =0 alorsty;, < 1o;,
sid; =1alorsty, = 1o,.

Ici u est la loi prédictive dans le modéle de Cox—Dirichlet de fonction de suhdennée par la formule (1).
Lapplication de la formule (2) du Théoreme 2.1 nécessite d’expliciter les tedgss ), ce qui aprés calculs
conduit au résultat suivant.

Théoréme 3.1. Soitu la loi prédictive den durées de survie dans le modeéle de Cox—Dirichlet censuré, a droite,
par les constantesy, ..., 7,, avec la suite de contraintas= (c;)1<i<» €t I'a priori de Dirichlet défini par la
mesurex*, de fonction de survie, qui est continiment dérivable sii, . SoitA = (A;)1< </ Une suite de re-
groupementgpour la suite croissante;;) ets = (3;)1< ;< Une suite d’indicateurs de censure compatible avec
Soith = le:l ;. Nous décomposons, selanla suite de contraintes en/ sous suites successives) ; nous
introduisons les sommes partielles supérieures de contraér}teﬁzﬁl:j Zﬁ”zl ch.

Alors la restriction deu & 'ensemblesupposé non videa’-? admet pour densité, par rapport a la mesure de
Lebesgue, la fonction

I(@(0)
gt t) = SV T o] HB (xnl_[CJ(xm

ou

e x; estla valeur commune des observatignappartenant auji®™eploc d’ex sequo une fois rangées en ordre
croissant,
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e k=I[—0,
IM(a(xj)+e))
* Bi(x)) = ratire B
e Ps,-1désignant 'ensemble de tous les sous ensemblgk de, 4; — 1} et p; étantle;j'*"Cindicem tel que
5}’i’l = 01

Ci(xp) =a(xp)) Z (—l)CardM[(lnF)/(a(xpj)+e,,j+1+cf;+Zcfj)

ME’P)LP/,,1 ’ veM

—(n I‘)’(a(x,,_].) +ep41+ Z cfj)}.

veM

Remarquons que le passage des suites croissantes’(éuaux suites quelconques (saf-°) se fait en appli-
guant le Théoreme 2.1 a la fonction de survig;. .., ;) — S(tg-1yys -+ le1),)-
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