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Résumé
Dans cette Note, nous construisons un nouveau systéme intégrable de cing variables ayant trois invariants quartiques. Ce
systeme est algébriquement completement intégr&loler. citer cet article: A. Lesfari, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341
(2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A singularity analysis of some integrable systems. In this Note, we construct a new integrable system in five unknowns
having three quartics invariants. This system is algebraically completely integfalui¢e this article: A. Lesfari, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Considérons le systéme
G1—q1af +345) =0, G2 —q2(341 +843) =0, (1

correspondant au hamiltonien

1 3 1
Hy =5+ p3) — Saiab - 54 — 245. )

Ce systéme a été obtenu par Ramani, Dorizzi et Grammaticos [4] et il est intégrable au sens de Liouville, la seconde
intégrale premiére (de degré 8) étant

1
Hy = pi — 6aia3pi + 4143 — 41p% + 4145 +%4iq2p1p2 — 4105 + 247 ©)
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JdH1 0H> dHy 0Hy

Les intégrales premiéred, et H, sont bien en involution, i.e{H1, H>} = Z,le(mm — apk) =0. Le
systeme (1) admet deux familles de solutions de Laurent

(q1, g2, p1, p2) = (172,171, 173/ 172) x série de puissances en

dépendant de trois parameétres libres, w et ou les exposants sont des fractions. da variété invariante, i.e.,
A={x: HL=b1, H>=by}, (4)

ol b ethy sont des constantes génériques. En substituant ces développements dans les équations définissant cet
variété, on obtient deux relations polynomiales entre et w. Le paramétrav s’élimine de facon linéaire et on
obtient une courbé de genre 16 :

65 93 3
I —uv+ —u%? 4+ ——(—9829:8 + 261127)u°® 5
2" 62"V T g1l + DUy ©)
10299 ;4 123 1536298731
~ee53d’ apgl Thet ——5— =0

Les solutions de Laurent du systeme (1) sont donc paramétrées par deux/gogids ; d’'une méme courbé&’
de genre 16.

Théoreme 1. Le systémé¢l) se prolonge en un systéri® de cing équations différentielles algébriguement com-
pletement intégrable ayant trois intégrales premieres quartiq8gsGénériquement, la variété invariang(11)
définie par l'intersection de ces quartiques forme la partie affine d’une surface abélizrine diviseur réduit a
l'infini B\ B =C1+C_1 esttrés ample et a deux composartiestC_1, d'une méme courb@(10) de genrer. Les
seize fonctions de I'espadé® (12) plongent ces courbes dans un hyperplaiPéet ces derniéres ont deux points
en commun en lequél est tangente &_;. Le systemél) est « généralement» algébriquement complétement in-
tégrable. La surface invariantd (4) se compléte en un revétement cyclique doubtie la surface abélienns,
ramifié le long du diviseu€; + C_1. En outre, A est lisse sauf aux points doubles d'intersection des courbes
C1 etC_1; il s'agit de points singuliers du typgs. L'équation analytique locale autour de ces singularités:est
x*+y24+72=0, ol x, y etz sont des coordonnées locales appropriées. La résolutiate A, est une surface
ayant comme invariantst' (A) = 1 et p,(A) = 2.

Démonstration. Soit A — C>, (1, g2, p1, p2) — (21, 22. 23, 24. z5), le morphisme défini sur la variété affine
A(4) par

21=q2, 2=q2. 3=p2. 4=qip1. 5= p>—q>q>. (6)

En utilisant ces variables et les Egs. (1), on obtient

21 =224, 23 =122(3z1 + 823),
Z2=12z3, 24=23+ 42125+ z5, (7)
25 = 22124 + 42524 — 2212273.

Ce nouveau systéme sOP admet les trois intégrales premiéres suivantes :

1 2,1, 1, 4
F1=—-z5— —z5— —z§ — 225,
1 2Z5 7125 + 2z3 4z1 25
1
Fr= z% — Z%Zs + 421222324 — Z%Z% + —z‘l1 - 4z§z§, (8)

4
Fz3=z125+ z%z% - zﬁ.
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Il est complétement intégrable et la structure hamiltonienne est définie par le crochet de Poisson :

5
{F,H}:<E,J%>: 3 dF 9H

0z 0z Pt} leZk 9z’
005 = Gz b2z Bza” B2g” B3)» ©F
0 0 0 %1 4z4
0 0 1 0 0
J = 0 -1 0 0 —4z120 ,
—2z1 O 0 0 %5 — 82123
—4z4 0 4zp —225+ 82175 0

une matrice antisymétrique a éléments polynomiaux satisfaisant a I'identité de Jacobi. Le systéme (7) peut s'écrire
sous la forme; = J%, OUH = Fy etz = (z1, 22, 23, 24, 25) | . Les deux intégrales premiérés et F» sont en

involution : {F1, F»} = 0O, tandis queFs est triviale (fonction de Casimir), i.eJ,% = 0. Le systeme (7) admet
deux familles de solutions de Laurent dépendant de 4 paramétresdilfieg eto :

1 1 1
zlz;a——a2+[3t—l—6a(a3+4,3)t2+yt3+~--,

2
1 1 1 1
72 = 2_t£ — ZE,‘O{ + éeazt — 3—28(—a3+ 12ﬁ)f2+9t3+ ceey
— et meo?— e(—ad 4 128 + 3012+ ©)
BETR TR Tt ’
il e apit Syt
R A LT 2" ’
1 1 1
z5=?a2— 4—t(a3+4ﬂ)+Zoc(ot3+2,3)—(azﬁ—2y+489a)t+-~-,

ol e = 1. La convergence de ces séries est garantie par la méthode des fonctions majorantes [1]. En substituan
ces développements dans les Egs. (8), on obtient trois relations polynomiales, ghtreet 6. Les parameétreg
eto s’éliminent de fagon linéaire et on obtient une courbe de genre 7 :

C:648° — 160°8% — 4(a® — 320°c1 — 16¢3) B + a (322 — 32u’c1 + o® — 160°c3) = 0. (10)

Les séries de Laurent (9) sont donc parametrées par deux chpied’'une méme courbe de genre 7. Le procédé
classique qui consiste a plonger de facon naive la variété affine

3
B=(lz: Fr(z) =cx} C C, (11)
k=1
ol ¢; N'est pas une valeur critique, dans I'espace proj@ifournit une surface trés singuliére a l'infini. Donc il
y a lieu de plongeB dans un espace de dimension supérieure a I'aide d'un procédé différent (voir [1] ou [2]). La
méthode consiste a trouver une base de I'espace des fonctions polynomiales des coordonnées

f = f(z1,...,z5) polyndbmes
de degré< r, tels que
LY =3 feo) =10+, [IFe=a. k=123],
avecz(@ £ 0 surD ou
z(r) est donné paf9)

de telle fagcon que le plongeme de C; + C_;1 dansP" & l'aide de ces fonctions, satisfasse a la relation :
genre géométrique @&"”) = N, + 2 etD") ¢ P"r. Un calcul direct montre que= 4 et que
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LY ={fo,..., fisl,
= {1, 21, 22, 225 — 22, 23 + 2625, 24 + £2122, [ 1, f2], f1A, f2A,z4B, z5B,
f5A, f1f2B, fafs+[f1. fal, Lf1, f3l+ 280 f1, fol, fa— 225+ 4f2), (12)

ou[s;, skl = $jsk — 55 estle wronskien dgy ets;, A= f1+ 2¢f4 et B = f3+ 2¢fs. En utilisant ces fonctions,
on plonge ces courbes daB$® et on constate qu’elles ont deux points en commun en lesquadst tangente
aC_; (ces points correspondent aux casoog oo eta = 8 = 0). Le diviseurD = D® ainsi obtenu est de genre
17 et il est tres ample. En utilisant la méthode d’Adler-van Moerbeke [1] (voir aussi [2]), on monti@ gee
compléte en une variété abélienBepar 'adjonction deC; + C_1. La variétéB est munie de deux champs de
vecteurs commutant et linéairement indépendants en chaque point. Sgjeint deux 1-formes holomorphes sur
B correspondant respectivement aux champs de veckeyret X r,. Posons = 1/zp et& = z1/z2. En utilisant
ces champs de vecteurs et les séries de Laurent (9), on obtient les différentielles :

e = (- g =8
w1 =0nlc, = A( d¢ o f) o " aCapTad o,
9& o 2
w2 = dale, = (W T on 5) o = Capradz ™

ouA= o g_zi 4. En outre, le champ de vecteKii, est tangent & et aC_; au point double correspondant
aa = oo. Linvolution o : (z1, z2, 23, 24, 25) —> (21, —22, 23, —24, Z5) SUr B agit sur les parameétres libres comme
suit,o : (¢, , B,v,0) > (—t, —a, — B, —y, 0) et doncC; = oC_1. Géométriguement, cela signifie qdeetC_1

sont déduite I'une de l'autre par une translation dans la surface abélienbes courbes’11, jouent un role
important pour obtenir une compactification de la variétd). On peut aisément montrer (d’aprés une méthode
de Piovan [3]) que la variétd se complete comme €tant un revétement cyclique double, hotie la surface
abélienneB, ramifié le long du diviseu€1 + C_1. C’est ce qui explique pourquoi les solutions de Laurent (notam-
mentg1) contiennent des fractions du typ?. Le systéme (1) est « généralement» algébriquement complétement
intégrable. En outred est lisse sauf aux points doubles d'intersection des coudiesC_1. Plus précisément, il

s agit de points singuliers du typ&s. L'équation analytique locale autour de ces singularités s’écrit sous la forme :
x*+y%2422=0, olx, y etz sont des coordonnées locales appropriees. Saiémtésolution ded, X' (A) la cha-
ractéristique d’Euler dd et pg(A) le genre géométrique dé. Alors, A est une surface ayant comme invariants :

XA =1 etpg (A)=2, ce qui acheve la démonstration.
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