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Résumé

Dans cette Note, nous construisons un nouveau système intégrable de cinq variables ayant trois invariants quar
système est algébriquement complètement intégrable.Pour citer cet article : A. Lesfari, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341
(2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A singularity analysis of some integrable systems. In this Note, we construct a new integrable system in five unkno
having three quartics invariants. This system is algebraically completely integrable.To cite this article: A. Lesfari, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Considérons le système

q̈1 − q1(q
2
1 + 3q2

2) = 0, q̈2 − q2(3q2
1 + 8q2

2) = 0, (1)

correspondant au hamiltonien
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Ce système a été obtenu par Ramani, Dorizzi et Grammaticos [4] et il est intégrable au sens de Liouville, la
intégrale première (de degré 8) étant
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Les intégrales premièresH1 et H2 sont bien en involution, i.e.,{H1,H2} = ∑2
k=1(

∂H1
∂pk

∂H2
∂qk

− ∂H1
∂qk

∂H2
∂pk

) = 0. Le
système (1) admet deux familles de solutions de Laurent

(q1, q2,p1,p2) = (t−1/2, t−1, t−3/2, t−2) × série de puissances ent,

dépendant de trois paramètres libresu,v,w et où les exposants sont des fractions. SoitA la variété invariante, i.e.

A = {x: H1 = b1, H2 = b2}, (4)

où b1 et b2 sont des constantes génériques. En substituant ces développements dans les équations défini
variété, on obtient deux relations polynomiales entreu,v et w. Le paramètrew s’élimine de façon linéaire et o
obtient une courbeΓ de genre 16 :

Γ : 65

4
uv3 + 93

64
u6v2 + 3

8192
(−9829u8 + 26112b1)u

3v (5)

− 10299

65536
u16 − 123

256
b1u

8 + b2 + 15362 98731

52
= 0.

Les solutions de Laurent du système (1) sont donc paramètrées par deux copiesΓ1 et Γ−1 d’une même courbeΓ
de genre 16.

Théorème 1. Le système(1) se prolonge en un système(7) de cinq équations différentielles algébriquement co
plètement intégrable ayant trois intégrales premières quartiques(8). Génériquement, la variété invarianteB(11)
définie par l’intersection de ces quartiques forme la partie affine d’une surface abélienneB̃. Le diviseur réduit à
l’infini B̃ \B = C1+C−1 est très ample et a deux composantesC1 etC−1, d’une même courbeC(10) de genre7. Les
seize fonctions de l’espaceL(4)(12)plongent ces courbes dans un hyperplan deP15 et ces dernières ont deux poin
en commun en lequelC1 est tangente àC−1. Le système(1) est « généralement » algébriquement complètemen
tégrable. La surface invarianteA(4) se complète en un revêtement cyclique doubleĀ de la surface abéliennẽB,
ramifié le long du diviseurC1 + C−1. En outre,Ā est lisse sauf aux points doubles d’intersection des cou
C1 et C−1 ; il s’agit de points singuliers du typeA3. L’équation analytique locale autour de ces singularités e:
x4 + y2 + z2 = 0, où x, y et z sont des coordonnées locales appropriées. La résolutionÃ de Ā, est une surface
ayant comme invariants :X (Ã) = 1 etpg(Ã) = 2.

Démonstration. Soit A → C
5, (q1, q2,p1,p2) �→ (z1, z2, z3, z4, z5), le morphisme défini sur la variété affin

A(4) par

z1 = q2
1, z2 = q2, z3 = p2, z4 = q1p1, z5 = p2

1 − q2
1q2

2. (6)

En utilisant ces variables et les Éqs. (1), on obtient

ż1 = 2z4, ż3 = z2(3z1 + 8z2
2),

ż2 = z3, ż4 = z2
1 + 4z1z

2
2 + z5, (7)

ż5 = 2z1z4 + 4z2
2z4 − 2z1z2z3.

Ce nouveau système surC
5 admet les trois intégrales premières suivantes :

F1 = 1

2
z5 − z1z

2
2 + 1

2
z2

3 − 1

4
z2

1 − 2z4
2,

F2 = z2
5 − z2

1z5 + 4z1z2z3z4 − z2
1z

2
3 + 1

4
z4

1 − 4z2
2z

2
4, (8)

F = z z + z2z2 − z2.
3 1 5 1 2 4
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Il est complètement intégrable et la structure hamiltonienne est définie par le crochet de Poisson :

{F,H } =
〈
∂F

∂z
, J

∂H

∂z

〉
=

5∑
k,l=1

Jkl

∂F

∂zk

∂H

∂zl

,

où ∂H
∂z

= ( ∂H
∂z1

, ∂H
∂z2

, ∂H
∂z3

, ∂H
∂z4

, ∂H
∂z5

)�, et

J =




0 0 0 2z1 4z4
0 0 1 0 0
0 −1 0 0 −4z1z2

−2z1 0 0 0 2z5 − 8z1z
2
2

−4z4 0 4z1z2 −2z5 + 8z1z
2
2 0


 ,

une matrice antisymétrique à éléments polynomiaux satisfaisant à l’identité de Jacobi. Le système (7) peu
sous la formėz = J ∂H

∂z
, où H = F1 et z = (z1, z2, z3, z4, z5)

�. Les deux intégrales premièresF1 et F2 sont en

involution : {F1,F2} = 0, tandis queF3 est triviale (fonction de Casimir), i.e.,J ∂F3
∂z

= 0. Le système (7) adme
deux familles de solutions de Laurent dépendant de 4 paramètres libresα,β, γ et θ :

z1 = 1

t
α − 1

2
α2 + βt − 1

16
α(α3 + 4β)t2 + γ t3 + · · · ,

z2 = 1

2t
ε − 1

4
εα + 1

8
εα2t − 1

32
ε(−α3 + 12β)t2 + θt3 + · · · ,

z3 = − 1

2t2
ε + 1

8
εα2 − 1

16
ε(−α3 + 12β)t + 3θt2 + · · · , (9)

z4 = − 1

2t2
α + 1

2
β − 1

16
α(α3 + 4β)t + 3

2
γ t2 + · · · ,

z5 = 1

2t2
α2 − 1

4t
(α3 + 4β) + 1

4
α(α3 + 2β) − (α2β − 2γ + 4εθα)t + · · · ,

où ε = ±1. La convergence de ces séries est garantie par la méthode des fonctions majorantes [1]. En su
ces développements dans les Éqs. (8), on obtient trois relations polynomiales entreα,β, γ et θ . Les paramètresγ
et θ s’éliminent de façon linéaire et on obtient une courbe de genre 7 :

C : 64β3 − 16α3β2 − 4(α6 − 32α2c1 − 16c3)β + α(32c2 − 32α4c1 + α8 − 16α2c3) = 0. (10)

Les séries de Laurent (9) sont donc paramètrées par deux copiesC±1, d’une même courbe de genre 7. Le procé
classique qui consiste à plonger de façon naïve la variété affine

B =
3⋂

k=1

{z: Fk(z) = ck} ⊂ C
5, (11)

où ck n’est pas une valeur critique, dans l’espace projectifP
5 fournit une surface très singulière à l’infini. Donc

y a lieu de plongerB dans un espace de dimension supérieure à l’aide d’un procédé différent (voir [1] ou [2
méthode consiste à trouver une base de l’espace des fonctions polynomiales des coordonnées

L(r) =




f = f (z1, . . . , z5) polynômes
de degré� r, tels que:
f (z(t)) = t−1(z(0) + · · ·),
avecz(0) �= 0 surD où
z(t) est donné par(9)




/[Fk = ck, k = 1,2,3],

de telle façon que le plongementD de C1 + C−1 dansP
N à l’aide de ces fonctions, satisfasse à la relatio

genre géométrique deD(r) = N + 2 etD(r) ⊂ P
Nr . Un calcul direct montre quer = 4 et que
r
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L(4) = {f0, . . . , f15],
= {1, z1, z2,2z5 − z2

1, z3 + 2εz2
2, z4 + εz1z2, [f1, f2], f1A,f2A,z4B,z5B,

f5A,f1f2B,f4f5 + [f1, f4], [f1, f3] + 2ε[f1, f6], f3 − 2z5 + 4f 2
4 }, (12)

où [sj , sk] = ṡj sk − sj ṡk est le wronskien desk et sj , A = f1 + 2εf4 et B = f3 + 2εf6. En utilisant ces fonctions
on plonge ces courbes dansP

15 et on constate qu’elles ont deux points en commun en lesquelsC1 est tangente
à C−1 (ces points correspondent aux cas oùα = ∞ et α = β = 0). Le diviseurD ≡ D(4) ainsi obtenu est de gen
17 et il est très ample. En utilisant la méthode d’Adler–van Moerbeke [1] (voir aussi [2]), on montre queB se
complète en une variété abéliennẽB par l’adjonction deC1 + C−1. La variétéB̃ est munie de deux champs
vecteurs commutant et linéairement indépendants en chaque point. Soient dt1,dt2 deux 1-formes holomorphes s
B̃ correspondant respectivement aux champs de vecteursXF1 et XF2. Posonsζ = 1/z2 et ξ = z1/z2. En utilisant
ces champs de vecteurs et les séries de Laurent (9), on obtient les différentielles :

ω1 = dt1|Cε
= 1

∆

(
∂ξ

∂t2
dζ − ∂ζ

∂t2
dξ

)∣∣∣∣
Cε

= 8

α(−4β + α3)
dα,

ω2 = dt2|Cε
= 1

∆

(−∂ξ

∂t1
dζ − ∂ζ

∂t1
dξ

)∣∣∣∣
Cε

= 2

(−4β + α3)2
dα,

où∆ ≡ ∂ζ
∂t1

∂ξ
∂t2

− ∂ζ
∂t2

∂ξ
∂t1

. En outre, le champ de vecteurXF1 est tangent àC1 et àC−1 au point double corresponda
à α = ∞. L’involution σ : (z1, z2, z3, z4, z5) �→ (z1,−z2, z3,−z4, z5) surB agit sur les paramètres libres comm
suit, σ : (t, α,β, γ, θ) �→ (−t,−α,−β,−γ, θ) et doncC1 = σC−1. Géométriquement, celà signifie queC1 et C−1
sont déduite l’une de l’autre par une translation dans la surface abélienneB̃. Les courbesC±1, jouent un rôle
important pour obtenir une compactification de la variétéA(4). On peut aisément montrer (d’après une méth
de Piovan [3]) que la variétéA se complète comme étant un revêtement cyclique double, notéĀ, de la surface
abéliennẽB, ramifié le long du diviseurC1 + C−1. C’est ce qui explique pourquoi les solutions de Laurent (not
mentq1) contiennent des fractions du typet1/2. Le système (1) est « généralement » algébriquement complète
intégrable. En outre,̄A est lisse sauf aux points doubles d’intersection des courbesC1 et C−1. Plus précisément, i
s’agit de points singuliers du typeA3. L’équation analytique locale autour de ces singularités s’écrit sous la fo
x4 + y2 + z2 = 0, oùx, y etz sont des coordonnées locales appropriées. SoientÃ la résolution deĀ, X (Ã) la cha-
ractéristique d’Euler dẽA etpg(Ã) le genre géométrique dẽA. Alors, Ã est une surface ayant comme invarian
X (Ã) = 1 etpg(Ã) = 2, ce qui achève la démonstration.
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