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Résumé

On explicite les propriétés d’analyse du Laplacien hypoelliptique sur le fibré cotangent d’'une variété Riemannienne com-
pacteX. On montre qu'il est effectivement une déformation du Laplacien ordinairé&(s@n relie la torsion analytique du
Laplacien hypoelliptique a la torsion analytique de Ray-Singer du Laplaciei sBour citer cet article: J.-M. Bismut,

G. Lebeau, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abstract

The hypoelliptic Laplacian and analytic torsion. We establish analytical properties of the hypoelliptic Laplacian on the
cotangent bundle of a Riemannian manifold. We show that it is, in the proper sense, a deformation of the classical Laplacian
on X. We give a formula relating the analytic torsion of the hypoelliptic Laplacian to the Ray—Singer analytic torsion of the
Laplacian ofX. To cite thisarticle: J.-M. Bismut, G. Lebeau, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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1. Introduction

Dans les Notes [2—4] et dans les articles [5,6], le premier auteur a proposé la construction d'une théorie de Hodge
exotique sur le fibré cotangent X d’'une variété Riemannienne compagtele Laplacien correspondant dépend
d’'un paramétre: € R*. C’est un opérateur hypoelliptique, autoadjoint relativement a une forme Hermitienne de
signature(oo, co). De plus on a montré que pour des raisons algébriques, gquand-oo, ce Laplacien converge
en un sens adéquat vers le LaplacierXdealors que quand— 0, il converge vers une modification de I'opérateur
de dérivée de Lie associé au générateur du flot géodésique Xur

Une motivation pour une telle construction, qui est explicitée dans les références données ci-dessus, est une
tentative infructueuse de construire une déformation de Witten [16] pour la théorie de Hodge dei soit
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associée a la fonctionnelle d’énerdiesur LX (dont les points critiques sont précisément les géodésiques fermées
deX). Les difficultés d’analyse dans la construction d’une telle théorie sont en effet trés nombreuses. Le Laplacien
hypoelliptique suff'* X apparait comme une version semiclassique de la déformation de WittEX slarpropriété
d’interpolation décrite précédemment étant 'ombre semiclassique des propriétés bien connues du Laplacien de
Witten.

Dans cette Note, on annonce les résultats obtenus dans l'article [8], relatifs aux propriétés analytiques du La-
placien hypoelliptique. Nous montrons des estimations hypoelliptiques globales sur ce Laplacien, et nous vérifions
gu'effectivement, quand — +oo, ce Laplacien converge en un sens trés précis vers le Laplacieéh @n
construit une métrique de Ray-Singer hypoelliptique sur le déterminant de la cohomologie d'un fibré complexe
plat hermitien sutX, qu’on compare a la métrique de Ray—Singer ordinaire [15,10] qui est construite a I'aide du
Laplacien elliptique sux.

Pour cela, on raffine les estimations hypoelliptiques de Hérmander [13] pour tenir compte de la non compacité
de T*X. Pour démontrer le résultat de convergence, on exprime la résolvante de notre opérateur a I'aide d'une
paramétrix sur I'espace total d&*X dont la «projection» suX converge vers la paramétrix correspondante
sur X. Pour démontrer les résultats sur la torsion analytique, on développe en particulier une théorie de l'indice
local hypoelliptique.

La théorie de [6] est formulée également en situation relative. Les résultats de [8] s'étendent a cette situation.
Pour la commodité du lecteur, nous ne formulons nos résultats que dans le cadre d’'une seul€ variété

2. LeLaplacien hypodliptique

Soit X une variété Riemannienne compacte de dimensjat soit7* X son fibré cotangent. Sai, V¥, g©')

un fibré plat hermitien sus. On pose
(V" g") = (") v " (1)

Dans [2,3,6], pour € R*, on a construit un Laplacien exotiqa% He
(2(T*X,7*F),d" X). Nous renvoyons & ces références pour les détails de la construction. Disons juste ici que
H(x, p) = |pl?/2, et queH® = ¢H. Comme le Laplacien usuehé 1 €st lanticommutateur de”"X avec un
«adjoint», qui n'est plus un adjoint relativement a un produit Hermitien. Dans [6], on introduit également un
opérateu[%l:p2 14 0ui est conjugué ag e

Soit VTX |a connexion de Levi-Civita suf X et soitR”X sa courbure. On ale scinda@g*X =TX @ T*X
induit par la connexiorv”X, et on a aussi l'identification correspondamte(T*T*X) = A (T*X) R A(TX).
Rappelons qué* X est une variété symplectique. Swit' le champ de vecteurs hamiltonien $tirX de Hamil-
tonien¢. Quandc = 1, ce champ de vecteurs définit le flot géodésiquersur.

Soite, ..., e, une base orthonormale deX, et soitel, ..., " la base duale correspondante BeX. On
désigne paéy, ..., e, etél, ..., ¢" d’autres copies de ces bases. Alrs. . ., e,, é1, ..., ¢" estune base dBT* X,
etel, ... e", é1,..., ¢, estlabase duale d&*T*X.

On a alors l'identité de [3, Théoréme 3.1] et [6, Théoréeme 3.4].

agissant sur le complexe de de Rham

Théoréme 2.1. Pourc € R*, on a l'identité,

1 . 1 N U .
Ql;bz’Hc = Z(_AV +62|p|2+c(26i15,~ —n) — §<RTX(6,-, eje, e1>(e' —¢&;)(e! —ej)lkar@kleHéz)

1 R B 1 P oA
- §<V;‘H(f POek (c(RTX(p,ei)p,ej)Jr évgw(VF,gF)(ej)>(e’ — &), 450

+ %w(VF,gF)(ei)Véi) @
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Dans la suite, on supposera pour simplifier 0, avecc = 1/62, b > 0. SoitH I'espace vectoriel des sections
de A (T*T*X)®n*F qui sont de carré intégrable siit X. On pose

1 .
ay = E(—AV +1pIP + (2815 —n)),

TR TR > 1
’3+ :_<V;\7-ET T*X)® F,u + Ea)(vF,gF)(ei)Véi>s

(3)
__1'<RTX(. ) L 3\(e) — 5. ;
Vi = 2 e, e ek,eg)(e ei)(e €J)lek+ékle[+él
1 N
- ((RTX(p, e)p.ej)+ EVefw(VF, gF)(ej)> (€ —&)ig, 450
SOitKy: Q2 (T*X, n*F) — 2 (T*X, n*F) l'applications(x, p) — s(x, bp). On pose,
L.= szm:P%HcKl/b- 4)
Par [6, Theorem 3.8],
1 1
Le=sar+ Eﬂ+ + 74 (%)

L'opérateurx. agit le long de la fibre et est autoadjoint. Fibre a fibre, son noyau est de dimension 1 et est engendré
par exgg—|p|?/2). Soit P, le projecteur orthogonal sur ker . Notons ques,. envoie kerr, dans son orthogonal
kerat.

Soit(2'(X, F), d¥) le complexe de de Rham dé Soit(X = (dX +4%*)? le Laplacien agissant s@" (X, F).
On identifie2' (X, F) & son image dang (T*X, 7* F) par isométriea — 7*s exp(—|p|2/2)/7"/4. SoitO0X =
(dX +d**)? le Laplacien. Dans [3, Théoréme 4.1] et dans [6, Théorém 3.14], on a démontré le résultat clé suivant.

Théoréme 2.2. On al'identité,

1
Py(yy — Brai B Py = EDX- (6)

3. Larésolvante du Laplacien hypoelliptique

On fixe b > 0, et on pose = 1/b°. Soit S (T*X, n*F) I'espace des section8™ de 7*(A (T*T*X)® F)
qui sont a décroissance rapide. Spjitla norme usuelle sur les opérateurs agissant&wsoit || |1 la norme des
opérateurs a trace agissant sur

Théoreme 3.1. Il existerg > 0, co > 0, C > Otel que siU ¢ C est donné par

L{:{A:—Ao+0+it, o, TeER, 0<c0|r|1/6}, 7
sire U, alors la résolvante{?liﬂc —»)~Lexiste, et de plus,

| @5 5 =07 <C. (®)
SireU, I’opérateur(QliYHc — 1)~ Lest un opérateur compact agissant $urPourM € R, M > 12n, (QL;YHC —
1)~M est un opérateur a trace, et il exist® > 0 tel que six € I,

| @2 5 = 07| </ (1+11)". )

Si A € SpL, soit V;, le sous-espace caractéristique #ieassocié. AlorsV, est un sous-espace vectoriel de
dimension finie d& (T*X, 7*F).
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Démonstration. Comme dans I'étude des équations de Fokker—Planck par Helffer—Nier [11] et Hérau—Nier [12],
on raffine les estimations hypoelliptiques d’'Hérmander [13, Chapitre 22, p. 353-359], en utilisant une décomposi-
tion de Littlewood—Paley, qui nous permet d’obtenir un contréle adéquat de la résolvante a I'iafini.

Remarquel. Du Théoréme 3.1, on déduit en particulier les propriétés correspondantes pour le noyau de la chaleur

(4 22
associé é2l¢,H(.

4. LeLaplacien hypoelliptigue comme défor mation du Laplacien ordinaire

On étudie maintenant le comportement de la résolvanmgq)q(. qguandb — 0. On poser =1-— P;. Alors

Pf est Ie.projecteur orthogonal sur loejr I\.Ioton.s ques,. envoie kerr dans kea}r.
Au moins formellement, par (5), on a I'identité

Py(Le =0 Py = Py (v — b — By +by) (PEWPLe — b2 PE) By +byy)) Py (10)

Dans [8], on montre que (10) est vraie. De plus on utilise cette équation pour établir queiquaitd la
résolvante det. converge en un sens adéquat vers la résolvanié*d®. Nous allons détailler ce point.
On définit en effet dans [8] des réels A1 > 0. On pose

V={1eC, hi=p+v, Reu <2z, veR, v] <colul'?}. (11)

On montre alors dans [8] qu'il exist® € 10, 1] tel que poum € 10, bol, 2 € V, la résolvanteS;, , = (b2L, +
P. — )~ est bien définie. On montre de plus que I'opérateur a droite de (10) appartient & une classe convenable
d’opérateurs pseudodifférentiels semiclassiques petib. Plus précisément on montre que pour des multiindices
a.b,c.d,SiRypca=Pypd5(PH(BLe —b?0) PH) " pcdd Py, AlorsR, b c.q € &5 . La classe d'opérateusy
dont les symboles sont da8§",} est une modification convenable de la classg 1/3 de Hormander [13].

On peut alors montrer que sie V, alors la formule (10) est effectivement vraie. En utilisant les résultats
précédemment décrits sur la claﬁfq}, on montre alors que quaid— 0, la résolvantéL. — 1)1 converge vers
P (O%/2—-0)"1P,.

L'étude de la convergence repose sur une étude trés précise du symbole principal semiclassique des opérateul
Ry.b.c.q- Soit en effet\ I'oscillateur harmonique le long des fibres @&X. Alors N est la partie scalaire de
I'opérateura,.. Pouré € T*X, on pose

B(i&) =N —i(p,&). (12)

Notons tout de suite qu'on peut décriBfi&) a I'aide des opérateurs de création et annihilation* relatifs
a la réprésentation spectrale de I'oscillateur harmonigfugOn montre alors dans [8] que le symbole principal
semiclassique d&, . 4 €St donné par

0_1(Rabc.a) = Prp®d5(P{(B(i§) — 1) PH) " pea? Py (13)
Poury € R, A € C, on posea: = y2 — A. Soit Jo(y, 1) la fonction donnée par
Jo(y,2) =" o (14)
k>0u(u +1-(u+k)
Ona
Py (B(ig) = 2) " Py = Jo(1€1/v/2 3. (15)

L'étude de la convergence des résolvantes repose en particulier sur une étude fine de lafenction
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5. Torsion analytique hypodlliptique

Aux métriqueg” X, g, on peut associer une métrique canonique sur la dkcit@letH (X, F), qu'on appelle
métrique de Ray-Singer [15,10]. Cette métrique est obtenue a I'aide de la métpiqienue par identification
de H (X, F) a ker0X, et de la torsion analytique de Ray et Singer [15], qui est une combinaison de dérivées en 0
de la fonction zeta dEJX en différents degrés.

Dans le contexte des sections précédentes, poud, ¢ = 1/b2 on peut définir une métrique généralisée de
Ray-Singer hypoelliptiqu&”i’z. On définit tout d’abord la torsion analytique hypoelliptique, qui existe grace aux
résultats précédents, et aux propriétés du développement en temps petit du noyau de la chaleéu-rAﬁe@p

sur la diagonale. On utilise les propriétés d’ autoadjoncnom%ng1 relativement a une forme hermitienne ex-
plicite [2, Théoréme 5.2], [6, Théoréme 2.21]. On continue la construction comme indiqué dans [2, Section 2],
[6, Section 1]. Insistons sur le fait que la metnquéj 2 pest plus a priori positive.

Théoreme5.1. Pourb > 0, on a l'identité,
22 =92 (16)

Démonstration. Indiquons brievement le principe de la preuve. On montre simplement que la métrique générali-
sée|| ||f{’2 ne dépend pas dg en utilisant la théorie de I'indice local hypoelliptique. On fait ensuite tendre+oco

pour obtenir (16). On exprime la torsion analytique hypoelliptique comme dérivée en 0 d’'une transformée de Mel-
lin du noyau de la chaleur. A tempdixé, on utilise les résultats de convergence de la Section 4. On montre que
pourc > 0 assez grand, le spectre d¢ , . est de partie reelle positive ou nulle, et que les conclusions de la théorie

de Hodge ordinaire s’étendent a ce Laplamen On montre en particulier que les formes harmoniques convergent
en un sens adéquat vers les formes harmoniquesipbu®n étudie également la transition du comportement en
temps petit du noyau de la chaleur hypoelliptique vers le noyau de la chaleur elliptique.

Plus généralement supposons @gusoit un groupe de Lie compact agissant isométriquemerX sOn suppose
que l'action deG se reléve & et préserve/’, ¢, Alors suivant [1, Sections 1 and 2], on peut définir les versions
équivariantes des métriques précédentes, qu’on note de la méme mangéeeGSon obtient ainsi des fonctions
log(|| ||g’2), log(|| ||f’2). Nous n’entrons pas ici dans le détail de la construction donnée dans [8]. Disons seulement
que ces «métriques » dépendent elles-méme @& Soit (0, s) = 3,23 22 |a fonction de Lerch [14]. On
pose

070y — L[ 3¢ _ 9
1(9)_2(8S(9,0) as(0,0)>. (17)

Cette fonction a été introduite dans [7, Definition 5.4].

Si g € G, soit X, la variété des points fixes ¢e Soite(7 X,) la classe d’Euler d& X,. Soit®/,(TX) R la
fonction localement constante skiy obtenue a partir de la décomposition & |x, a partir des espaces propres
de g par sommation sur les différenis

On montre alors dans [8] une généralisation du Théoréme 5.1.

Théoréme5.2. Sig € G, b > 0, on al'identité,

og (:: 'l:gz)( )= /e(TXg)OJg(TX|Xg|)TrF[g]. (18)
A

8

Dans [8], on étend le Théoréme 5.2 aux formes de torsion analytique de [9]. Le genre associé a la fonction
076, x) de [7] apparait dans la formule de comparaison.
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