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Résumé
Nous présentons ici des versions guantitatives en dimension un du théoreme de Faltings selon lequel 'ensemble des points
K-rationnels (oUK est un corps de nombres donné) d’une variété abéli@andéfinie surk qui sont proches (au sens d’'une
distancev-adique surK) d’'une K -sous-variétéX de A, sans appartenir &, est fini. Nous traitons plus exactement le cas ou
A est une courbe elliptique &f est réduite a un point d& et nous donnons (dans ce cas) des majorations explicites pour
le cardinal de I'ensemble fini en question. Nous considérons aussi, plus généralement, au lieu d’'une seuldepiacen
ensemble finiS de places de&X et la distance des points dea X tenant compte de toutes les placesSdéour citer cet
article: B. Farhi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

An €lliptic analogue of Roth’s theorem. We present here quantitative versions, in dimension one, of Faltings’ theorem
according to which the set df -rational points (where& is a given number field) of an Abelian variety defined overk,
which are close (with respect tovaadic distance oK) to somekK -subvarietyX of A, but do not belong t&, is finite. More
precisely, we treat the case whetes an elliptic curve and is reduced to a point oA and we give (in this case) explicit
bounds for the cardinal of the exceptional finite set. We consider also, more generally, not only one gfld€gebut also a
finite setS of places ofK and the distance from the point dfto X, which takes into account all the places$fTo cite this
article: B. Farhi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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1. Introduction

Dans [1], Faltings a démontré que pour toute variété abélidniéfinie sur un corps de nombr&s pour toute
sous-variété&X de A (définie aussi suk), pour touts > 0 et pour toute place de K, il n’existe qu’un nombre fini
de pointskK -rationnelsx de A \ X satisfaisant I'inégalité distx, X) < H(X)~¢ (ou H est la hauteur multiplicative
de Weil relative & un diviseur ample fixé sdiret dist, est une distance-adique surd). Comme ['a fait remarqué
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Faltings, lorsquet est plongée dans un espace projeefifet (L;); désigne un systéme d’'équations définissant
on peut prendre a la place de ¢ist, X) le maximum des normasadiques des nombrds (x);.

Ce résultat de Faltings peut étre vu comme I'équivalent du théoréme de Roth [3] pour le groupeGadditif
ou I'exposant deH (x) est alors—2 — ¢ (qui est le meilleur possible). On doit préciser que c’est la technique
de localisation des points dans des cones de Vojta [4] (déja utilisée par Mumford [2]) qui permet d’améliorer
I'exposant—2 — ¢ en—¢ (qui est le meilleur possible pour une variété abélienne).

En ce qui nous concerne, nous prenons comme variété abélienne une courbe eligtigngée dan®? a la
Weierstrass et comme sous-variétéilée point a I'infini 0 de E. Dans ce cas particulier, nous démontrons avec
une méthode plus élémentaire le théoréme de Faltings sus-cité et nous donnons un résultat effectif en estimar
explicitement le nombre fini de points exceptionnels. Plus généralement, nous considérons au lieu d’'une seule
placev de K, un ensemble fink de places d&k et nous remplacons ainsi I'inégalité qist, E£) < H(x)~¢ par
un systéme d'inégalités simultanées gist ) < H(x) **¢ (v € S), ol lesi, (v € S) sont des réels positifs

satisfaisany_, . L8t A, = 1 (voir les théorémes ci-dessous).

2. Préparation

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nomikeplongée a la Weierstrass dans le plan pro-
jectif P2, d’équation projectiver?Z = 4X3 — goX — g3 (g2, g3 € K) et d’élément neutre (en tant que groupe)
son point & I'infini0 représenté dan&? par les coordonnées projectivé: 1 : 0). On désigne par le rang de
Mordell-Weil deE (K ), que I'on suppose non nul.

On noteMk I'ensemble des placesde K, normalisées de sorte qi#, = 2 lorsquev est infini et|p|, = p~
lorsquev est finie et étend la plage de Q.

1

Hauteurs et distances utilisées :

(1) Etant donné un point de E(K) représenté danB(K) par un systéme de coordonnées projectives:
x1: x2), on appelle respectivement « hauteur logarithmique de Weilxje« hauteur de Néron—Tate de et
«norme de Néron—Tate de> les réels positifs :

K, :Q, A . hn- A
h(X) := Z [7(@]Iogmax{|xo|v,|x1|v,|x2|v}, h(x):= lim (r:lzx) et |X|:=+/h(X).

v [K : Q] n—+00

(2) Etant donné maintenant deux poimtety de E(K) représentés respectivement d&#agk) par les systémes
de coordonnées projectivég : x1 : x2) et(yo: y1: y2) et une place de K, on appelle «distance-adique de
x ay» que I'on note dist(x, y), le réel positif :
max(|xoy1 — x1yoly, [x0y2 — x2yoly, [x1y2 — x2y1l,)
max('-x0|v9 |x1|v7 |-x2|1)) ° max('y0|vv |yl|us |y2|v)

dist,(x,y) :=

On pose, pour toute plaeede K, m,, :=logmax1, |g2|,, |g3l,}. On pose aussij la hauteur logarithmique de Weil
du point projectif(1: g2 : g3) et on fixe finalement un sous-ensemble firde Mk et une famille(),), s de réels
positifs satisfaisant", s fedsla, =1.

3. Résultats

Si, dans la méthode utilisée, on permet au systeme d’'inégalités simultanées de dépenuiiedde, on peut
majorer le cardinal de I'ensemble des points exceptionnels, uniquement en fonctogt der. On obtient le
théoréme suivant :
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Théoréme 3.1. Pour tout0 < ¢ < 2-14, posons

188
(A1, By) =14+ ———,4e7" ),
log|loge|

(A2, Bo) := <%(Iogr +log|loge| + 17), r%(logr + logloge| + 83)).

Alors, pouri € {1, 2}, I'ensemble des pointsde E (K) satisfaisant le systéme d'inégalités simultanées

dist, (x, 0) < exp{ =2, (eh(X) + (n +5)e ™) —2m, — 16} (ve ) (1)
est fini et de cardinal majoré par

2B;e71/?|loge|*(49%2)".

Si, par contre, on veut absolument avoir (comme dans [1]) un résultat dans lequel le systéme d’inégalités simul-
tanées soit indépendant geet der, on est forcé a faire intervenir dans la majoration du cardinal de I'ensemble
des points exceptionnels de nouveaux paramétres comme le cardinal de I'eng€Rijlg des points de torsion
de E(K) et la plus petite valeur non nulle des hauteurs de Néron-Tate des poi{kde(que I'on notemin).

On obtient alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.2. Pour tout0 < ¢ < 2-14, 'ensemble des points de E(K) satisfaisant le systéme d’inégalités
simultanées

dist, (x, 0) < exp{—A,eh(X) — 2m, — 16} (v e S) @)
est fini et de cardinal majoré par

1/2\"r
(card E (K)ror) + &~ ?) (1 + %) (e~ /2-92/loglloge )

min

4. Uneesquisse dela démonstration de nosthéorémes

La preuve des deux théorémes précédents est basée sur les deux inégalités suivantes :

Inégalité de la hauteur a la Vojta. Soiente > 0 un réel etm > 2 un entier. Il existe des constantés
10,7/2[, Ry > 0 etcy > 1, dépendants uniquement den et n tels que pour toutn-uplet (X1, ..., X,;;) consti-
tué de points deE(K) contenus dans un méme cdne d'anglé; de I'espace euclidierk (K) ®Z R ~R" et
satisfaisantR1 < h(xl) <--- < h(xm) ainsi que le systéeme d’'inégalités simultané®s on a I'une au moins des
inégalités: ﬁ(x,-) < clfl(xi_l) (2<i<m).

Inégalité dela hauteur ala Mumford. Soite > O un réel. Il existe des constantésc 10, 7/2[, R2 > O etcr > 1,
dépendants uniquement eest ;) tels que pour tout coupléxs, Xz) de points distincts dé& (K), contenus dans
un méme cbne d’ angle 0, de E(K) ®zR et satisfaisantR, < h(xl) < h(xz) ainsi que le systéme d'inégalités
simultanée$2), on a: (X2) > c2h(X1).

Ces deux inégalités sont a fortiori vraies lorsque le syst@nest remplacé par le systér.

En liant les inégalités de la hauteur a la Vojta et a la Mumford, on obtient un décompte pour I'ensemble des
points deE (K) satisfaisant le system@) (ou (2)), se situant dans un méme petit coneHI&K) ®7 R et qui
sont de hauteur de Néron—Tate assez grande. Pour conclure la preuve de nos théorémes, nous recouvrons l'espac
euclidienE (K)®zR ~ R" par un nombre fini de tels cdnes. Le Théoréme 3.1 s’ensuit alors d’une certaine inégalité
de Liouville qui permet de montrer que le point a l'infidide E est I'unique point de petite hauteur d&K)
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satisfaisani1), quant au Théoréme 3.2, il est conséquence d’une majoration (en fonction deE¢aTH,,) et
hmin) du nombre de points de petite hauteurie ).

Nous présentons maintenant ci-dessous les ingrédients de la démonstration de I'inégalité de la hauteur a la Vojte
L'inégalité de la hauteur a la Mumford s’obtient plus facilement en suivant les mémes étapes.

Ingrédients de la preuve de I'inégalité de la hauteur & la Vojta. On procéde par I'absurde et on introduit les
entiers positifsy := [|X,|/1X:|] (1 <i <m) etles pointy/; :=a;X; — X, (1<i <m—1)deE(K). On considére
ensuite le plongement éclatant :

Y EM — EZ
(P15 Pm) —> (P1, .-+, Pm>A1P1 — Py - - - » Gm—1Pm—1 — Pm)

et on appelley le plongement composé deet du plongement (& la Weierstrass) 6" —1 dans(P?)2" 1,

On se donne des parametegse; ets (aveceg € Q7F,e1 € RY , 6 € N, g98 € N) auxquels on impose quelques
contraintes indispensables pour le bon fonctionnement de ce qui va suivre. Les paragrgtisgseront choisis a
la fin de la preuve en fonction de et deg, tandis que le parameétbeest destiné a tendre vers l'infini. Le schéma
de cette preuve comporte les trois étapes suivantes :

(1) On construit par le lemme de Siegel classique une forme non identiquemenPradiey(E™) qui s'annule
au point(0, ..., 0) avec un indicé > £18 relativement aux entiers positité, e a,%,, qui soit de multidegré
(e08d?, ..., e08d2, 8, ..., 8) et de hauteur majorée par son degré total.

(2) En utilisant I'hypothése concernant la petitesse des distanaediques { € S) des pointsx; par rapport au
point a I'infini O de E (c’est-a-dire le systéeme d'inégalités simultané®g ainsi qu’une certaine contrainte
liant eg ete1, on montre queP s'annule aussi au point (x4, ..., X,;) avec un indice> %518 relativement aux
entiers positifsi2, ..., a2 .

(3) EntirantP sur E™, on obtient une formg de multidegré(2+ e0)8az, . .., (2+¢e0)da2 4, (2m — 2+ &0)8),
qui s'annule enxy, ..., X;;) avec un indicex %518 et dont la hauteur est majorée pﬁanf (2 une constante
multiplicative prés dépendant uniguementde

Le choix dess; et I'hypothése absurde concernant I'espacement des hauteurs dexpeimtiainent que les
degrés de2 sont assez espacés, ce qui est I'hypothése cruciale du théoreme du produit de Faltings qui permet ains
de conclure que le poirik4, . .., X,;) est contenu dans une variété produit et prdpee Vi x --- x V,, de E™ dont
les degrés et les hauteurs sont bien contrblées.

Le fait que V soit propre entraine qu'il existg € {1,...,m} pour lequel on &; = {x;}. Le contrble de la
hauteur deV; fournit par le théoréme du produit aboutira & une contradiction avec le fait que lexpaoit de
hauteur assez grande.
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1 cela veut dire que tout coefficient de Taylor d'ordig, ..., in) € N de la série obtenue a partir d& composé avec une certaine
paramétrisation de la variég& E™) au voisinage dé€0, ..., 0) est nul dés quél? +ot ;ﬂ% < e1d.



