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Résumé

Le modèle autorégressif dans un espace de Banach (ARB) permet de représenter des processus à temps contin
exemple, D. Bosq, Linear Processes in Function Spaces: Theory and Applications, 2000, Springer, p. 150). Dans c
nous considérons l’estimation, par la méthode des moindres carrés, de l’opérateur d’un ARB(1) dans le cas où cet
est strictementp-intégral,p ∈]1,∞[, en utilisant la méthode des cribles de Grenander. Nous montrons la converge
l’estimateur crible et sa normalité asymptotique.Pour citer cet article : F. Rachedi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Rate of convergence for Sieve estimator of the operator in ARB(1) process.The autoregressive model in a Banach sp
(ARB) allows to represent many continuous time processes used in practice (see, for example, D. Bosq, Linear Pro
Function Spaces: Theory and Applications, 2000, Springer, p. 150). In this Note we study an estimator of the op
ARB(1) by the least squares method, when the operator is strictlyp-integral,p ∈]1,∞[ , and we use Grenander’s method
sieves (From U. Grenander, Abstract Inference, Wiley, 1981). We show consistency of the sieve estimator and we
central limit theorem for this estimator.To cite this article: F. Rachedi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let (B,B) be a separable Banach space equipped with its Borelσ -algebra and(εn, n ∈ Z) a B-strong white
noise. Letρ an operator ofL(B), the space of bounded linear operators fromB to B, such that∃j0 ∈ N
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which ‖ρj0‖L < 1. A random process(Xn,n ∈ Z) defined on the probability space(Ω,A,µ) is said to be an
autoregressive process of order one with values inB, if it satisfies the following relation:

Xn = ρXn−1 + εn, n ∈ Z. (1)

In this Note we derive almost sure convergence of the sieve estimator ofρ by using properties of spacesLp.
These properties allow us to extend the techniques used in [9] for the case of strictly 2-integral operator to
p-integral operator,p > 1. ρ is strictly p-integral if and only if there exists a measurable space(Γ,F , ν), two
bounded linear operatorsa andb from Lp(ν) to B and fromB to L∞(ν) respectively, and an operator of multip
cationMφ from L∞(ν) to Lp(ν) (defined byφ ∈ Lp(ν)) such thatρ = bMφa (see ([3] p. 111)).

Let (e∗
k , ek)k∈N a Markushevich basis ofLp(ν) ([8]). To obtain a decomposition ofρ we suppose that(aek)k∈N

is a shrinking basis inB. In this case the operatorρ admits the following decomposition:

ρ(·) =
∑
k�0

αk

(
e∗
k , ekb(·))aek (2)

whereαk = (e∗
k , φ), ∀k � 0. We only consider here the case of known operatorsa andb, a case which is not to

restrictive (see examples in [10]). Thus estimation ofρ passes through estimation of the coefficients(αk)k of φ.
Let us setρk(·) = (e∗

k , ekb(·))aek k � 0 andΘ = {ρ = ∑
k�0 αkρk | (αk)k ∈ 
p}. We consider the sieve

Θm =
{
ρ =

∑
k�0

αkρk

∣∣∣ αk = 0, k > m

}
, m � 0, m = m(n)

−→
n→+∞ +∞.

Let (X0,X1, . . . ,Xn) be a sample of the process defined in (1). Denoting by(f ∗
k )k∈N the sequence of functiona

coefficients of(aek)k∈N. The sieve estimator ofρ by least squares method is solution of the following equation

min
ρ∈Θm

m∑
k=0

(
n∑

i=0

(f ∗
k ,Xi − ρXi−1)

2

)p/2

.

In this Note we show the a.s. consistency of the sieve estimator for an empirical norm equivalent to the
p-integral norm and we derive a central limit theorem for this estimator.

1. Définitions et notations

Toutes les variables aléatoires considérées dans cette Note sont définies sur le même espace de
(Ω,A,µ). (B,B) est un espace de Banach séparable réel muni de sa tribu borélienne et de sa norme‖ ‖. Dans
toute la suitep ∈]1,∞[ etq est tel que1

p
+ 1

q
= 1.

(i) Opérateur strictementp-intégral : On noteL(B) l’espace des opérateurs linéaires bornés deB dansB. Soit
ρ ∈ L(B), d’aprés ([3] p. 111)ρ est strictementp-intégral si et seulement s’il existe un espace mesur
(Γ,F , ν), deux opérateurs linéaires bornésa et b de Lp(ν) dansB et deB dansL∞(ν) respectivement
et un opérateur de multiplicationMφ de L∞(ν) dansLp(ν) (défini parφ ∈ Lp(ν)) tel queρ = bMφa. On
noteJp(B) l’ensemble des opérateurs strictementp-intégraux, muni de sa normep-intégrale définie pa
‖ρ‖p = infa,b,φ ‖b‖L · ‖Mφ‖Lp · ‖a‖L, ρ ∈ Jp(B). On a‖ρ‖L � ‖ρ‖p.

(ii) Base dans un espace de BanachSoient(xk)k une base dansB et (y∗
k )k la suite des fonctionnelles de coef

cients associée à cette base. Si la suite(y∗
k )k des fonctionnelles de coefficients forme une base dansB∗, (xk)k

est dite base de shrinking. En général siB est un espace de Banach tel queB∗ admet une base(y∗
k )k , alors

B admet une base de shrinking ([7] p. 10, [5]). On note(·, ·) le crochet de dualité entreB et B∗. Une suite
(y∗

k )k dansB∗ est dite suite basique faible s’il existe une suite(xk)k dansB telle que(y∗
k , xj ) = δkj . Le couple

(y∗, xk)k est dit système biorthogonal, il est dit base de Markushevich dansB si l’espace engendré par(xk)k ,
k
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noté[xk]k , est dense dansB et [y∗
k ]k est faiblement dense dansB∗. En outre tout espace de Banach sépar

B admet une base de Markushevich(y∗
k , xk)k vérifiant :∃ε > 0 tel que‖x‖k · ‖y∗‖k � 1+ ε ∀k, [8].

(iii) Crible : Nous notonsΘ l’espace des paramètres muni d’une métriqued . Un crible pour l’espace paramétriqu
Θ est une suite de sous ensembles{Θm} de Θ telles queΘm est compact,Θm ⊂ Θm+1, et Θ = ⋃

Θm est
dense dansΘ [4].

1.1. Le modèle

Un processus autorégressif d’ordre 1 dans un espace de Banach (ARB(1)) est une suite(Xt , t ∈ Z) de variables
aléatoires à valeurs dansB telle que :

Xt = ρ(Xt−1) + εt , t ∈ Z (3)

où ρ ∈ Jp(B) et vérifie‖ρ‖j0 < 1 pour unj0 � 1, etε = (εt , t ∈ Z) est un bruit blanc fort dansB. Par la suite
nous notonsρ(Xt−1) parρXt−1, t ∈ Z. Le problème est l’estimation de l’opérateurρ.

Dans cette Note nous montrons la convergence de l’estimateur crible deρ en utilisant les propriétés des e
pacesLp. Ces propriétés nous ont permis de genéraliser les techniques utilisées dans [9] dans le cas d’un
strictement 2-intégral.

Soit P la loi de probabilité deX0 dans(B,B), d’aprés ([1] p. 149)X0 ∈ L2
B(P ). Soit (X0,X1, . . . ,Xn) les

observations du processus vérifiant (3), on définit les opérateurs de covariance et de covariance croisX0
par C(x∗) = E((x∗,X0)X0) et D(x∗) = E((x∗,X0)X1) respectivement,x∗ ∈ B∗. Les opérateurs de covarian
empirique et covariance croisée empirique deX0 sont :

Cn(x
∗) = 1

n

n−1∑
i=0

(x∗,Xi)Xi et Dn(x
∗) = 1

n

n−1∑
i=0

(x∗,Xi)Xi+1 respectivement, x∗ ∈ B∗.

1.2. Hypothèses

(i) Soit (e∗
k , ek)k∈N une base de Markushevich dansLp(ν). Pour obtenir une décomposition deρ nous supposon

que(aek)k∈N est une base de shrinking dansB. Notons(f ∗
k )k∈N la suite des fonctionnelles de coefficien

associée à(aek)k∈N. Dans ce cas l’opérateurρ s’écrit :

ρ(·) =
∑
k�0

αk

(
e∗
k , ekb(·))aek (4)

où αk = (e∗
k , φ), ∀k � 0. Dans certains cas les opérateursa et b sont connus. Le fait de considérer quea et b

sont connus, n’est pas très restrictif (voir exemples dans [10]). Ainsi l’estimation deρ revient à l’estimation
des coefficients(αk)k deφ.
Soit la suite des opérateursρk(·) = (e∗

k , ekb(·))aek , k � 0, ρk est un opérateur de rang 1. Soit(αk)k ∈ 
p,

posonsρN = ∑N
k=0 αkρk , alors ρN converge versρ = ∑

k�0 αkρk par rapport à la norme stricteme
p-intégrale donc linéaire. On poseξk = (Cρ∗

k f ∗
k , ρ∗

k f ∗
k ), k � 0, (ξk)k ∈ 
∞.

(ii) ∀k � 0 les v.a. réelles(f ∗
k , εn)n sont indépendantes et de même varianceσ 2

k , nous supposons queσ =
(
∑

k�0 σ
p
k /(ξ

p
k I{ξk>0}))1/p < ∞.

(iii) Soit Fi = (·,Xi−1)εi etGi = (·, εi)εi , i ∈ Z. E(Gi) = EBi−1(Gi) = Cε, i ∈ Z.
PosonsEi = ((Fiρ

∗
k f ∗

k , f ∗
k )/(ξkI{ξk>0}))k�0, c’est une variable aléatoire à valeurs dans(
p,‖ · ‖p) où ‖ · ‖p

désigne la norme usuelle de
p, i ∈ Z. Fi est une différence de martingale dansB (voir [1] p. 166, [2]), alors
Ei est une différence de martingale dans
p, i ∈ Z. On pose	En = 1

n

∑n
i=1 Ei et CE1(x

∗) = E((x∗,E1)E1),
x∗ ∈ B∗.
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1.3. Construction de l’estimateur crible

SoitΘ = {ρ = ∑
k�0 αkρk | (αk)k ∈ 
p} ⊂ Jp(B).

On peut munirΘ de la norme‖ρ‖P = (
∑

k�0 |αk|p)1/p, qui est équivalente à la normep-intégrale.
Dans ce paragraphe nous définissons les cribles en utilisant la décomposition (4) deρ. Nous considérons l

crible :

Θm =
{
ρ =

∑
k�0

αkρk | αk = 0, k > m

}
, m � 0, m = m(n)

−→
n→+∞ +∞.

L’estimateur crible deρ par la méthode des moindres carrés est solution de l’équation suivante :

min
ρ∈Θm

m∑
k=0

(
n−1∑
i=0

(f ∗
k ,Xi+1 − ρXi)

2

)p/2

.

La solution est donnée dans le lemme suivant :

Lemme 1.1. Si (Cnρ
∗
k f ∗

k , ρ∗
k f ∗

k ) > 0 pour k = 0, . . . ,m ; l’estimateur crible deρ est l’opérateur

ρ̂m =
m∑

k=0

α̂kρk

où

α̂k = (Dnρ
∗
k f ∗

k , f ∗
k )

(Cnρ
∗
k f ∗

k , ρ∗
k f ∗

k )
, k = 0, . . . ,m.

2. Convergence de l’estimateur crible

Pour la convergence de l’estimateur crible nous utilisons les conditions suivantes :

C1 : εt est une v.a. pré-gaussienne,t ∈ Z, (cf. [6]).
C2 : E(expγ ‖E1‖p) < ∞ pour unγ > 0.
C3 : ‖Xt‖ � c0, oùc0 est une constante.
C4 : E‖Xt‖4 < ∞, t ∈ Z.
C5 : supi�1 E‖Ei‖2+δ

p < ∞ pour unδ > 0.

Nous supposons queξk > 0, pourk = 0, . . . ,m.
Soientwk,n = (Cnρ

∗
k f ∗

k , ρ∗
k f ∗

k )/ξk etλm = mink=0,...,m ξk , k = 0, . . . ,m ; etΠm la projection deΘ surΘm.
On peut munirΘm de la norme empirique :∀ρ ∈ Θm, ‖Πmρ‖n = (

∑m
k=0 w

p
k,n|αk|p)1/p .

Soitρ0 = ∑
k�0 α0,kρk la vraie valeur deρ, on poseρm = Πmρ0.

Dans la proposition suivante nous montrons qu’il suffit d’utiliser la norme empirique pour montrer la c
gence de l’estimateur crible :

Proposition 2.1. Si (C4) est vérifiée et sin1/2λmn(logn)−β −→
n→+∞ +∞ alors :(

∀β >
1

2

)
, n1/2λmn(logn)−β

∣∣‖Πmρ‖p
n − ‖Πmρ‖p

P

∣∣ p.s.−→
n→+∞ 0, ρ ∈ Θ.



F. Rachedi / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005) 369–374 373

norme

empirique

ue
Donc la convergence dêρm par rapport à la norme empirique entraîne sa convergence par rapport à la
strictementp-integrale.

Dans la proposition suivante nous donnons les propriétés et la vitesse de convergence de la moyenne
du bruit blancEn, qui permet de déduire celles deρ̂m. On noteD la convergence en loi :

Proposition 2.2. Quelle que soit la vitesse considérée du criblem = m(n)
−→

n→+∞ +∞ on a:

(i) Si (C1) est vérifiée alors:

n1/min(2,p)(logn)−β/min(2,p)‖Πm
	En‖p

p.s.−→
n→+∞ 0 p.s. ∀β > 1.

(ii) Si (C2) et (C3) sont vérifiées alors∀η > 0 :

P
(‖Πm

	En‖p > η
)
� 2 exp

(
− nη2

8nl2 + 4Lη

)
où l > 0 etL > 0 sont deux constantes.
De plus on a:

n−1/2(log logn)−1/2‖Πm
	En‖p

p.s.−→
n→+∞ 0 p.s.

(iii) Si (C5) est vérifiée alors∀u∗ ∈ 
q :
√

n (u∗,Πm
	En)

D−→ N ∼ N
(
0,E(u∗,E1)

2).
Dans le cas particulierp = 2 on a:

√
nΠm

	En
D−→ N ∼ N (0,CE1)

oùD désigne la convergence en loi dans
2.

Remarque 1.La condition(C1) n’est pas nécessaire dans le casp = 2.

Dans le théorème suivant nous donnons la vitesse de convergence deρ̂m pour tout choix dem = m(n). Ainsi
on peut choisirm = m(n) tel que ‖I − Πmρ0‖P = (

∑
k>m(n) α

p
k )1/p a la même vitesse de convergence q

‖ρ̂m − ρm‖n.

Théorème 2.3. (i) Si (C1) est vérifiée alors pour tout choix dem = m(n) :

n1/min(2,p)(logn)−β/min(2,p)‖ρ̂m − ρm‖n
p.s.−→

n→+∞ 0 p.s. ∀β > 1

(ii) Si (C2) et (C3) sont vérifiées alors pour toutm = m(n) et∀η > 0 :

P
(‖ρ̂m − ρm‖n > η

)
� 2 exp

(
− nη2

24nK2 + 16Lη

)
oùK > 0 etL > 0 sont deux constantes.

De plus on a:

n1/2(log logn)−1/2‖ρ̂m − ρm‖n
p.s.−→

n→+∞ 0 p.s.

(iii) Si (C5) est vérifiée et sin1/2λmn(logn)−β −→
n→+∞ +∞ alors∀θ∗ ∈ Θ∗ :

√
n (θ∗, ρ̂m − ρm)

D−→ N ∼ N
(
0,E(ζ ∗,E1)

2)
où ζ ∗ est la suite dans
q associée àθ∗.
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Dans le cas particulierp = 2 on a:

√
n (ρ̂m − ρm)

D−→ N ∼ N (0,CE1)

oùD désigne la convergence en loi dansJ2.

Exemple 1.Soit ρ ∈ D(
∞, 
∞) défini parα = (αk)k∈N ∈ 
p alorsρ estp-nucléaire [3], d’image dans
p tel que
‖ρ‖p = ‖α‖
p . L’opérateura est l’injection de
p dans
∞ etb est l’identité dans
∞. Dans ce cas l’estimation d
ρ revient à l’estimation deα dans
p carρ s’écritρ(·) = ∑

k∈N
αk(ek

, ·)e
k
, où(ek)k∈N est la base canonique de
p.
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