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Résumé

Le modele autorégressif dans un espace de Banach (ARB) permet de représenter des processus a temps continu (voir, pa
exemple, D. Bosq, Linear Processes in Function Spaces: Theory and Applications, 2000, Springer, p. 150). Dans cette Note,
nous considérons I'estimation, par la méthode des moindres carrés, de I'opérateur d'un ARB(1) dans le cas ou cet opérateur
est strictemenp-intégral, p €11, oo[, en utilisant la méthode des cribles de Grenander. Nous montrons la convergence de
I'estimateur crible et sa normalité asymptotigBeur citer cet article: F. Rachedi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abstract

Rate of convergence for Sieve estimator of the operator in ARB(1) procesEhe autoregressive model in a Banach space
(ARB) allows to represent many continuous time processes used in practice (see, for example, D. Bosq, Linear Processes in
Function Spaces: Theory and Applications, 2000, Springer, p. 150). In this Note we study an estimator of the operator in
ARB(1) by the least squares method, when the operator is stpeifyegral, p €11, oo[, and we use Grenander’s method of
sieves (From U. Grenander, Abstract Inference, Wiley, 1981). We show consistency of the sieve estimator and we derive a
central limit theorem for this estimatdfo cite this article: F. Rachedi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abridged English version

Let (B, B) be a separable Banach space equipped with its Bowdbebra ande,,n € Z) a B-strong white
noise. Letp an operator of£(B), the space of bounded linear operators frémo B, such thatdjo € N* for
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which || p?]| 2 < 1. A random processX,,, n € Z) defined on the probability space2, A, ) is said to be an
autoregressive process of order one with values,iif it satisfies the following relation:

X, =pXn_-1+&,, neZ. 1)

In this Note we derive almost sure convergence of the sieve estimagobpfusing properties of spacés’.
These properties allow us to extend the techniques used in [9] for the case of strictly 2-integral operator to strictly
p-integral operatorp > 1. p is strictly p-integral if and only if there exists a measurable spécgeF, v), two
bounded linear operatossandb from L?(v) to B and fromB to L°°(v) respectively, and an operator of multipli-
cationMy from L*°(v) to L (v) (defined byp € L (v)) such thafo = bMya (see ([3] p. 111)).

Let (e}, ex)ken @ Markushevich basis df? (v) ([8]). To obtain a decomposition @f we suppose thatiey)ren
is a shrinking basis iB. In this case the operatpradmits the following decomposition:

p()= Zak(e,’:,ekb(-))aek 2
k>0

whereay = (¢}, ¢), Yk > 0. We only consider here the case of known operaiaigdb, a case which is not too
restrictive (see examples in [10]). Thus estimatiorpqasses through estimation of the coefficieftg); of ¢.
Let us sefor (1) = (ef, exb(-))aex k > 0 and® = {p = Zk>0akpk | ()i € €P}. We consider the sieve

O, = {p:Zakpk )ak:O, k>m}, m =0, m=mn) 510 +00.
k>0

Let (Xo, X1, ..., X,,) be a sample of the process defined in (1). DenotingMyn the sequence of functional
coefficients of(aer)ren. The sieve estimator gf by least squares method is solution of the following equation:

m n p/2
(Z(fk*,Xi —/OXil)2> .
k=0 \i=0

In this Note we show the a.s. consistency of the sieve estimator for an empirical norm equivalent to the strictly
p-integral norm and we derive a central limit theorem for this estimator.

PEOM

1. Définitions et notations

Toutes les variables aléatoires considérées dans cette Note sont définies sur le méme espace de probabili
(£2, A, ). (B, B) est un espace de Banach séparable réel muni de sa tribu borélienne et de s fhobraas
toute la suitep €11, oof etq est tel quer + 2 = 1.

(i) Opérateur strictemengp-intégral : On noteL(B) I'espace des opérateurs linéaires borné®dkansB. Soit
p € L(B), d'aprés ([3] p. 111) est strictemenp-intégral si et seulement s’il existe un espace mesurable
(I, F,v), deux opérateurs linéaires bornéet b de L”(v) dansB et de B dansL°(v) respectivement,
et un opérateur de multiplicatiol, de L°°(v) dansL? (v) (défini par¢ € L?(v)) tel quep = bMga. On
note 7,(B) I'ensemble des opérateurs strictemgnintégraux, muni de sa normg-intégrale définie par
lpllpy =infapgllblic - IMgllL, - lalz, p € Tp(B). Onallpllz < lpll,.

(i) Base dans un espace de Ban&tient(x;); une base danB et (y;); la suite des fonctionnelles de coeffi-
cients associée a cette base. Si la suifg, des fonctionnelles de coefficients forme une base dansx; )«
est dite base de shrinking. En genéraBsest un espace de Banach tel géieadmet une basey;), alors
B admet une base de shrinking ([7] p. 10, [5]). On n@te) le crochet de dualité entr® et B*. Une suite
(y;)«x dansB* est dite suite basique faible s'il existe une suitg), dansB telle que(y;, x;) = ;. Le couple
(v¢, x)x est dit systeme biorthogonal, il est dit base de Markushevich Basigespace engendré pary ),
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noté[x;]x, est dense dang et[y; ] est faiblement dense daBs. En outre tout espace de Banach séparable
B admet une base de Markushevigt§, xi)x Vérifiant :3¢ > 0 tel que|lx|ly - [ly*[lx < 1+ ¢ Vk, [8].

(iii) Crible: Nous noton® I'espace des parameétres muni d’une métriguen crible pour I'espace paramétrique
© est une suite de sous ensemtl€s,} de O telles que®,, est compact®,, C O,11, 1O = JO,, est
dense dan® [4].

1.1. Le modele

Un processus autorégressif d’ordre 1 dans un espace de Banach (ARB(1)) est uf¥¢ suiteZ) de variables
aléatoires a valeurs dastelle que :

X, =p(X,—1)+&, tel 3)

ou p € J,(B) et vérifie|p||/o < 1 pour unjo > 1, ete = (g, t € Z) est un bruit blanc fort danB. Par la suite
nous notong (X;_1) parpX;_1, t € Z. Le probleme est I'estimation de I'opérateur

Dans cette Note nous montrons la convergence de I'estimateur cribleedeutilisant les propriétés des es-
pacesL”. Ces propriétés nous ont permis de genéraliser les techniques utilisées dans [9] dans le cas d’'un opérateur
strictement 2-intégral.

Soit P la loi de probabilité deXg dans(B, B), d'aprés ([1] p. 149X € L%(P). Soit (Xg, X1, ..., X,) les
observations du processus vérifiant (3), on définit les opérateurs de covariance et de covariance ckjsée de
par C(x*) = E((x*, X0)X0) et D(x*) = E((x*, Xo)X1) respectivementy* € B*. Les opérateurs de covariance
empirique et covariance croisée empiriqueXiesont :

_1 n—1
15 1 .

C,(x*) =~ E x*, X)X; et D,(x*=- E (x*, X)) X;y1 respectivementx* € B*.
"o "o

1.2. Hypotheses

(1) Soit (e, ex)ren Une base de Markushevich dai¥(v). Pour obtenir une décomposition deous supposons
que (aep)ren €st une base de shrinking daBs Notons( f")«en la suite des fonctionnelles de coefficients
associée &aey)ren. Dans ce cas I'opérateprs’écrit :

p() = ailef, exb())aey @

k=0

ouay = (ef, ¢), Yk > 0. Dans certains cas les opérateust b sont connus. Le fait de considérer quetb
sont connus, n’'est pas trés restrictif (voir exemples dans [10]). Ainsi I'estimatignréeient a I'estimation
des coefficient$oy ), deg.
Soit la suite des opérateupg(-) = (e}, exb(-))aex, k > 0, p; est un opérateur de rang 1. Sait ), € €7,
posonspy = Z,/(V:Oakpk, alors py converge versp = Zk;o“kpk par rapport a la norme strictement
p-intégrale donc lineaire. On pose= (Cp; 1", o ), k =0, (Ex)x € £°.

(i) Yk >0 les v.a. réelleg f;, ¢,), sont indépendantes et de méme varianﬁe NOUS SUPPOSONS que =
Ciz001 /€ Lig=o)M? < oo

(iii) Soit F; = (-, X;_1)¢; €tG; = (-, &))¢;, i € Z. E(Gj) = EBi-1(G;)) = C,, i € Z.
PosonsE; = ((Fipf fis fi)/ Exllig,~0)))k>0, C'€St une variable aléatoire a valeurs dé#is || - [|,) ou || - ||,
désigne la norme usuelle dé, i € Z. F; est une différence de martingale dahgvoir [1] p. 166, [2]), alors
E; est une différence de martingale dafsi € Z. On poseE, = %Z?:l E; etCg,(x*) = E((x*, E1)E1),
x* e B*.
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1.3. Construction de I'estimateur crible

Soit® ={p =3 ;~oakpx | (k) € L7} C Tp(B).

On peut munir® de la norme|p|lp = (Zk>0 lax|?P)Y/P, qui est équivalente & la normeintégrale.

Dans ce paragraphe nous définissons les cribles en utilisant la décompositiono(4)Ndes considérons le
crible :

@mz{p=2ak,ok|ak=0, k>m}, m >0, m=mn) 5 o0 +00.
k>0

L'estimateur crible de par la méthode des moindres carrés est solution de I'équation suivante :

m n—1 p/2
min * Xi1—pXD?| .
i O(;(fk, 41— P l))

= 1=

La solution est donnée dans le lemme suivant :

Lemme 1.1. Si(Cnp; fi5, pf i) > Opourk =0, ..., m; I'estimateur crible dep est 'opérateur

m
Iaﬂ‘l = Z&kpk
k=0
ou

ogp=——""—="—  k=0,...,m.
(Cnp;:fk*’ p;fk*)

2. Convergence de l'estimateur crible
Pour la convergence de I'estimateur crible nous utilisons les conditions suivantes :

C1: g estune v.a. pré-gaussienne, Z, (cf. [6]).
Co: E(expyllE1llp) < oo pouruny > 0.

Cs: || X;]| < co, OUcg est une constante.

Ca: E|X:|* <00, t€Z.

Cs: supsq EIlE; 2 < oo pour uns > 0.

Nous supposons qug > 0, pourk =0, ..., m.

Soientwy , = (Cupf 17y PE L) /6 €tAm =Mi—o, . m &, k=0, ..., m; etll, la projection de® sur®,,.

On peut munir®,, de la norme empirique¥.p € O, | Muplln = Q_j—owy ,lex )Y/

Soit pg = Zk>0 ao kpx la vraie valeur de, on posep,, = I1,, 0o.

Dans la proposition suivante nous montrons qu'il suffit d’utiliser la norme empirique pour montrer la conver-
gence de I'estimateur crible :

Proposition 2.1. Si (Cy) est vérifice et si'/?x,,, (logn)~# , 5 400 alors:

1 _
<Vﬁ>§>, 2, (logn) P Tupll} = 1MTuplh] =5 0, peo.
n——+o00
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Donc la convergence dg, par rapport & la norme empirique entraine sa convergence par rapport a la norme
strictementp-integrale.

Dans la proposition suivante nous donnons les propriétés et la vitesse de convergence de la moyenne empirique
du bruit blanckE,,, qui permet de déduire celles dg. On noteD la convergence en loi :

Proposition 2.2. Quelle que soit la vitesse considérée du critale= m(n) , 5 ;o 400 On a:

(i) Si(Cy) est vérifiee alors
. _ ; — p.s.
nl/m|n(2,p)(|ogn) B/min(2, p) ”H’"E””Pnﬁooo p.s. VB >1.

(i) Si(Cyp) et(Cg) sont vérifiees alorsn > 0 :

P(ITwEy |l ) < 2ex nn’
> < -
mEnllp =1 8ni2+ 4Ly

ou!/ > 0etL > 0sont deux constantes.
De pluson a

n~Y2(loglogn) Y2 M, Esll, 25 0 pus.
n——+00
(iii) Si(Cs) est vérifiée aloryu™ € £9 :
i@ T Ey) 2> N~ N(0, Eu*, Ep)?).
Dans le cas particuliep =2 on a:

- D
Vn Iy, E, — N ~N(0,Cg,)
ou D désigne la convergence en loi daifs

Remarque 1.La condition(C;y) n'est pas nécessaire dans le pas 2.

Dans le théoreme suivant nous donnons la vitesse de convergepgepdeir tout choix den = m(n). Ainsi
on peut choisirm = m(n) tel que |1 — IT,,pollp = (Zk>m<n) a,f)l/l’ a la méme vitesse de convergence que
||/3m — Pmlln-

Théoreme 2.3.(i) Si(Cy) est vérifiée alors pour tout choix de=m(n) :
nY/MED) (logn) /MGy — pully T O ps.VE>1

(i) Si(Cyp) et(C3) sont vérifiées alors pour towt =m(n) etvn >0 :
P15 e > 1) < 2€x L
m — Pmlln > X -
fm =P 7 24nK2 + 16L1)

ou K > 0etL > 0sont deux constantes.
De pluson a

_ ~ p.s.
n/2(loglogn) /2| ~pmln = 0 ps.

(iii) Si(Cs) est vérifiée et si'/24,,, (logn)~# , 7o 400 alorsvo* e ©* :

R D
VRO, pm — pm) —> N ~N(0, E(¢*, E1)?)
ou¢* est la suite dang? associée &*.
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Dans le cas particuliep =2 on a:

1 (s — Pm) —> N~ N(0, Cp,)

ou D désigne la convergence en loi dafis.

Exemple 1.Soit p € D(£*°, £°°) défini para = (g )ren € €F alorsp estp-nucléaire [3], d'image dan&’ tel que
lollp, = lleller. Lopérateura est I'injection de¢” dansf™ etb est l'identité dang®. Dans ce cas I'estimation de
p revient a I'estimation de danst” carp s'écritp(-) =Y, .y 2k (e, , e, , OU(ex)ken €St la base canonique de.
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