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Résumé
Soit F,, le polynéme de Faber de degréassocié a 'image numérique d’un opérateur linéaire condiraur un espace de
Hilbert. Nous montrons dans un premier temps (jig(A)| < 2. Nous en déduisons ensuite, en terme d'image numérique,
de nouvelles estimations d’erreur pour la méthode GMRES, méthode itérative adaptée a la résolution des systemes linéaires
non-hermitiensPour citer cet article: B. Beckermann, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Numerical range, GMRES and Faber polynomials. We first show that]| F;,(A)| < 2, whereA is a linear continuous
operator acting in a Hilbert space, afgl is the Faber polynomial of degreecorresponding to the numerical rangecfThen
we deduce several new error bounds based on the numerical range for GMRES, an iterative method for solving non-Hermitian
systems of linear equation®o cite thisarticle: B. Beckermann, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

The numerical range (or field of valueB)(A) of a linear continuous operatdrin a Hilbert spacé+ is defined
by (1). Given a convex compagt C C, we define as usual theh Faber polynomiaF, = F to be the polynomial
part of the Laurent expansion at infinity ¢f, where the Riemann mapmaps conformally the exterior & onto
the exterior of the closed unit digk, and¢ (co) = oo, ¢'(c0) > 0.
In the first part of this Note we show in Theorem 1.1 that, for any convex and compact, for any A with
W (A) C E and for anyz > 1 there holdg| F”E(A)|| < 2, the constant 2 being optimal. Our proof of Theorem 1.1 is
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strongly inspired by some recent deep work of Crouzeix and his collaborators [7,2,4—6] on the norm of functions of
operatorgp (A), and uses, in particular, the Carl Neumann double layer potential representagioh) afitroduced
by Badea, Crouzeix and Delyon in [2, Section 4]. Theorem 1.1 has been known before for the case of an ellipse
E, including the limiting cases of a disk and an interval [9,13]. It is quite instructive to compare Theorem 1.1 to a
result of Atzmon, Eremenko and Sodin [1] who show that Iim|$E,5(A)||1/” <1lifandonlyifo(A) C E, and
to a result of Toh and Trefethen [17, Theorem 1.1] who give bounds of the |f6tfr(A)|| < 2e(n+ DK with a
constantiC of Kreiss type depending oA, and in particulaiC = 1 if W(A) C E. Also, in [17, Theorem 1.2] the
authors give bounds fofF,F (A)|| which are independent of but increasing linearly with the dimension of the
Hilbert spaceH (supposed to be finite dimensional).

In the second part we apply Theorem 1.1 to the error analysis for the GMRES method [16], a popular iterative
method for solving non-Hermitian systems of equatidns= b. For thekth residuak; = b — Ax; of GMRES, we
establish in Theorem 1.2 estimates of the form

k
7kl < cllrolly™,

with an explicit constant < 3, and an explicitly given asymptotic convergence fagtot 1 depending only on

the numerical range ol and its distance to the origin. GMRES error estimates in terms of the numerical range
of the above type have been suggested first probably by Eiermann [9] and promoted in the book of Greenbaum
(see [13, Sections 2 and 3], where one also finds a nice comparison with other types of error estimates for Krylov
subspace methods). To our knowledge, an explicit value for the consfantarbitrary A has been only given
recently in [3, Corollary 2.4], where it is shown tha& 10125. This value is a consequence of a recent result of
Crouzeix [4] saying that there is a universal constart @ < 33.75 such that for each polynomial and for each
linear bounded operatot we have the bound (2). Both upper boundsd@ndC have been considered as quite
pessimistic, indeed the conjecture of Crouzeix saysthat (2) can be replaced by 2. Our proof of Theorem 1.2

via Theorem 1.1 is selfcontained and does not require the knowledge of the optimal constant in (2).

We finally give in Corollary 1.3 an estimate for GMRES which requires only the knowledge of the numerical
radius of A and the distance oV (A) to the origin. Estimates of this type have been given by Elman [12] (see
also [11]), and recently in [3, Theorem 2.1], where a smaller asymptotic convergence factor was found. This latter
result will be slightly improved in Corollary 1.3.

1. Introduction et résultats

Soit A un opérateur linéaire continu sur un espace de Hilbert comptexeuni de la normd - || induite par le
produit scalaire dé{. Limage numérique dd, définie par

W(A) = {(Ay,y): y e H, Iyl =1}, @

est convexe par lentoréme de Toeplitz et Hausdorff, et contient le spegii#). Si A est normal, nous avons
l'inégalité || p(A)| < Iplly_. cweay Pour tout polyndmep. Récemment, Crouzeix [4] a montré gu'il existe une
constante universelleR C < 33, 75 telle que, pour tout polynémeet pour tout opérateur linéaire borAé

[P < Clpl wvm): o

Il a aussi émis la conjecture que la constante optimale dans (2)e<. On trouvera dans [7,2,4—6] des majora-
tions plus précises pour des sous-classes d'opérateurs a image numérique contenue dansfudden@gainsi
que des applications diverses (probabilités, edp, algebre linéaire numérique,

Le but de cette Note est d’expliciter une inégalité analogue a (2) pour certains polyndmes particuliers, dits
de Faber, au Théoréme 1.1 ci-dessous, et d’exploiter ce résultat pour en déduire au Théoréme 1.2 une nouvelle
estimation d’erreur pour la méthode GMRES [16], méthode itérative trés populaire pour la résolution des systemes
d’équations linéaired x = b, oU A est une matrice carrée pas forcement normale, souvent creuse et de trés grande
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taille. Etant donné un cemxe conpactE C C, on considere I'application conforme de Riemana ¢ qui envoie
le complémentaire d& sur le complémentaire du disque unité ferhéet qui vérifieg (c0) = 0o et¢’(co) > 0.
Le niéme polynéme de Fabdt, = F£ associé & est donné par la partie polynémiale de la série de Laurent de
¢" au voisinage de l'infini.
Pour un opérateut linéaire continu, Atzmon, Eremenko et Sodin [1] ont montré que

<1l < o(A)CE. ©)

limsup| £F (A) |
n— o0
Pour un disqueE = rD nous avons- (z) = (z/r)", et donc (3) est une généralisation naturelle de la formule de
Gelfand sur le rayon spectral. Toh et Trefethen [17, Theorem 1.1] ont donné Ia||ti€),’f:mﬂ)|| < 2e(n+ 1)K avec
une constantéC de type Kreiss qui dépend d&, en particulier’C = 1 si W(A) C E. Les auteurs donnent dans
[17, Theorem 1.2] une autre borne pdurE(A)| qui est indépendante demais qui croit linéairement avec la
dimension de I'espack. Dans le casV (A) C E, nous pouvons étre plus précis.

Théoréeme 1.1. Soit E un convexe compact & (A) C E, alors, pour toutz > 1,
|FF @l <2, @)

La preuve de ce théoreme, donnée en Section 3, est basée sur des techniques de Badea, Crouzeix et Delyc
exposées dans [2, Section 4]. Notons que le Théoréme 1.1 est connu dans le cas d'un intervalle. Par exemple, s
E =[-1,1] alors A est forcement auto-adjoint, &~ = 27, avecT, le niéme polyndme de Chebyshev qui est
borné par 1 suf : par conséquent, (4) découle de la théorie spectrale. Plus généralement, le Théoreme 1.1 a été
montré (implicitement) pour une ellipge par Eiermann [9]. Notons I'exemple

A:[O 1] Al =1 W(A)=E={|Z|<:—L}
0o oy’ ’ =2

avecFlE (z) = 2z qui montre que la quantité 2 dans (4) ne peut pas étre remplacée par une constante plus petite.
Pour comparer (4) avec (2), notons également|qie| .. (¢, < 2 par convexité dé&, voir Kévari et Pommerenke

[14, Theorem 2].

Notre Théoreme 1.1 admet plusieurs applications dans I'estimation d’erreur des méthodes de Krylov en al-
gebre linéaire numérique. Nous allons discuter en détail de la méthode GMRES pour la résolution des systémes
d’équations linéairegdlx = b, ou A est une matrice carrée pas forcément normale. La méthode GMRES peut étre
caractérisée par le fait que le résiduidéme itéréy; = b — Axy € spariro, Ao, ..., Ak~ Lro}, vérifie la propriété

Il _ o { Ip(ayroll

Iroll IpO)|llroll”

et donc||r,|| est décroissant én Partant de I'expression obtenue en majofigrniA)ro|| dans (5) pafl p(A)|l|lroll,

une expression qui est indépendante du résidu imitiet du second membig il existe un nombre important d’es-
timations pour la convergence de GMRES, voir [15, Chapter 6.11] ou [13, Chapter 3]. Ces bornes sont formulées en
terme du conditionnement (potentiellement élevé) de la matrice des vecteurs propres [15], du pseudo-spectre de
des angles entre sous-espaces de Krylov [10] ou de I'image numériqugaj#3], voir aussi [3, Corollary 2.4]

pour une version plus explicite basée sur (2). Nous proposons ici le résultat suivant :

p polyndme de degré au p|lk%, (5)

Théoréme 1.2. Soit E un convexe compact tel qet E et W(A) C E. Nous avons alors, pour lééme résidu

relatif de GMRES, les estimations suivantes
7l 2 X 7zl X
< ——= V> — <2+ ye)YE, (6)
lroll ~ 1— 7" Iroll £

ouye :=1/l¢e(0)| < 1.
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L'estimation d’erreur du Théoréme 1.2 est typiguement intéressante pour un nombre d’itératerisop élevé
car elle ne permet pas de décrire un comportement super-linéaire de la convergence. Pour une matrice symétriqu
définie positiveA, le choix E = [Amin(A), Amax(A4)] au Théoréme 1.2 donne liewya = (/x — 1)/(/x + 1),
aveck = Amax(A)/Amax(A) le conditionnement dei ; on obtient ainsi le méme taux de convergence que dans
I'estimation classique du gradient conjugué (qui est aussi valable pour le résidu relatif dans GMRES). Le cas
particulier d’un disqueE est discuté dans [13, Section 3]; pour une ellifseine combinaison de [13, Section 3]
et [9] donne un résultat similaire au Théoreme 1.2.

Pour une matrice particuliecé avec O¢ W (A), on peut expliciter numériquement la constaptepar exemple
en déterminant un polygone o@xe E contenantW (A) (il suffit de calculer les valeurs propres extrémes de
Re(€’ A) pour certaines valeurs réellesgeet en utilisant la boite & outils Schwartz—Christoffel [8] pour le calcul
approché deég (0).

Nous proposons finalement comme conséquence du Théoréme 1.2 une borne qui est plus facilement utilisable
car elle ne requiert que trés peu d’informations sur la mattice

Corollaire 1.3. Soit0 ¢ W(A). Nous avons I'estimation suivante pourdiéme résidu relatif de GMRES

1—28/n 2,3/7'[) < sin(B), )

ou l'angle 8 € (0, 7 /2) est défini parcog8) = dist(0, W(A))/v(A) etv(A) désigne le rayon numériqugA) =
max|z|: z€ W(A)}.

<S@+yv', vy :=25in<

L'inégalité (7) avec un facteur supplémentaire+3/+/2 et un angle généralement plus grand défini par
cogB') =dist(0, W(A))/||A|| a été démontrée récemment dans [3, Theorem 1]. Elle généralise I'inégalité d’Elman
[11,12] qui dit que] ]| < sinf(8") [Iroll-

2. Démonstrations

Démonstration du Théoréme 1.1. Commeg” — F, et¢" sont analytiques dar@\ E et s’annulent emo pour
n > 1, nous avons d'aprées la formule de Cauchy pour figut 1 et; € E ou¢ ¢ E avec|o(¢)| <,

1 $@"  _[Fa@) sin>0,
27i 72— “Z\o sin < 0.
¢ (@)|=r

Sachant que (A) C W(A) C E, nous déduisons en utilisant la représentation intégrale de Dunford—Taylor que

1 " 1. | Fa(A) sin>0,

20 / Pl —A) " dz = { 0 sin<o, ®)

¢ @)|=r
ou nous remarquons qu’on peut faire tendrers 1, ce qui donne pour> 1
1 1 -

0= —— ) (2l —A) T ldr = — ) (2l — A)"Ldz. 9

o @7 Gl =N M= o [ GG e - ) e ©)
dE dE

L'ensembleE étant convexe, le vecteur unitairéz) normal extérieur au pointe d E existe presque partout et on
a iv(z) = dz/|dz|. En combinant (8) avec I'adjoint de (9), hous obtenons poirl

1
F(A) :/q)(z)”u(z, A)ldz], u(z, A):= E(U(Z)(Zl — AT B G- AHTY, (10)
OE
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c’est-a-dire, nous obtenons poHy(A) la représentation de Carl Neumann introduite dans [2, Section 4.1], avec
une fonctionp” facile a estimer. Pour conclure, nous suivons I'approche de [7,2,4—6] : corfinest la normale
extérieure dek enz € E et W(A) C E, nous observons que(z, A) est auto-adjointe et semi-definie positive en
presque tout € E, et [, ju(z, A)|dz| = 2I par (8). En conséquence,

| P < max{p@)"| sup [ (uz.A)y.y)ldel=2. O
C€IE yeH,\|y||=laE

Démonstration du Théoréme 1.2. Montrons dans un premier temps la chaine d'inégalités
_ A . . 2 2pk
mm{ I )”: p polyndme de degré au plur% < —% < yEk I
|p(0)] |FEO)]  1—yg"

La premiére inégalité dans (11) est une conséquence simple du Théoréme 1.1. Pour estimer inférigiy@rent
pour le polyndme de Fabef, = FkE, nous allons procéder comme par exemple dans [3, Lemma 2.2] : d'aprés
I'hypothése Q¢ E et le principe du maximum appliqué a la fonctiqbg(qsg — Fp) analytique dan€ \ E,

(11)

k+1

|0£0)||Fi(0)] = £ — |¢£(0)(¢£(0)F — Fr(0)]
> |¢pO] - maxlr () (¢ () — Fi(@))|

k+1

k+1
=[or©@ — max¢} @) — Fi()| > £ O - 1.
Z
la derniere estimation utilisant la convexité Heayant été montrée pardari et Pommerenke [14, Theorem 2].
Ceci démontre (11). Finalement, une combinaison de (5) et (11) donne la premiére estimation du Théoréme 1.2, et

la deuxiéme découle du fait que niin2y% /(1 -y < @+ ye)yE. O

Démonstration du Corollaire 1.3. En multipliant si nécessairg par un facteur & de module 1, nous pouvons
supposer qué = dist(0, W(A)) coincide avec la plus petite valeur propre(det+ A*)/2. Il suffit alors d’appliquer
le Théoréme 1.2 avec la lentille

E={zeC: Reiz) >d, |z| <v(A)}

qui contient clairemen®W (A). Le calcul degg est élémentaire, les formules correspondantes sont données dans
[3, preuve du Lemme 2.2].O
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