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Résumé
Dans cette Note on justifie rigoureusement I'existence des bandes élastiques interdites dans des matériaux composites péric
diques présentant de fortes hétérogénéités. On donne en particulier la méthode qui permet de calculer désuvanitde set
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Abstract

Phononic band gapsin linearized elasticity. In this Note we rigorously justify the existence of elastic band gaps in three-
dimensional periodic composite materials with strong heterogeneities. In particular, we show how to compute the3e bands.
citethisarticle: A. Avilaetal., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abridged English version

Vasseur et al. [3] have shown experimentally the existence, for a certain class of two-dimensional periodic
composite media, of frequency intervals where thersoigpropagation of elastic wavethey are calleclastic
band gapslIn this Note we prove the existence of such phenomena in three-dimensional linear elasticity.

We consider a bounded domaihc R with microstructures of size, the domain2 is split into a matrix that
occupies the domaise; and periodically embedded inclusions that occupy the domeing = 27 U £25. We
denote by > 0, r® € L*°(£2) the mass density and oy, ., € L>(£2) the elasticity tensor of these materials. In
the case of travelling elastic waves with fixed frequencyhe amplitudas® € H1(£2) is the unique weak solution
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to the stationary variational problem (3). The aim of this work is to study the convergence of the sefignce
This is done using a convergence theorem which states that the seqUanég (see [2] for the definition of the
unfolding operatof ) strongly converge i 2($2 x Y) to the weak solutiom € Hé([?) to problem (4) where the
‘homogenized elasticity tensor* and the ‘homogenized mass density matdX'(w) are given in (9) and (10).

Sketch of the proof. It is split into several steps. First we assume that the sequgincé, 2 ) }. is uniformly
bounded, this yields to the convergences (6) and to the limit problem (7). With appropriate test-functions, we next
solve problem (7), this leads successively to the computationiwaindu. Finally we show, by contradiction, that

the a priori bound is satisfied.

The interesting thing to notice is that, for some valueswpimatrix A*(w) is definite negative, this in turn
implies that, in this case, there is no propagating waves solution to problem (4). To prove this result we extend
Bouchitté and Felbacq scalar approach [1] to the elasticity problem. More precisgly Jet' }jc,, J ={j > 1,
fY2 r2(y)¢’ (v) # 0} be the eigenelements given in (8) and associated to the resonance behavior of the system (the

eigenvalues being in ascending mode), it is easy to show that in each ir]tg(m_lalx/kﬁl[,j € J the smallest
eigenvalueu(w) of A*(w) is a function that increases fromoo to /. If u/ > 0 there exists a value’ €
Wi, ~/2i+1[ such thaju(w’) = 0, hencgv/AJ, /[ is a band gap interval in which problem (4) has no progressive
wave solution: ifu/ < 0 then the whole intervah/A/, v/AJ 1] is forbidden. O

1. Description de la géométrie du domaine et des hétérogénéités

Aprés la mise en évidence de I'existencelides photoniques interditg®ur les matériaux électromag-
nétiques, Vasseur et al. [3] ont montré expérimentalement I'existence, pour certaines classes de matériaux compo
sites périodiques bi-dimensionnels, des bandes de fréquences dans lesquelles les ondes élastiques ne peuvent |
se propager; on les appelle demndes élastiques interdites ou bloquantes travail permet d'établir I'existence
de tels phénomeénes en considérant des matériaux dont les caractéristiques présentent une forte hétérogénéité.

On considére un domaine borfec R3 de frontiére lipschitzienne@ et un corps élastique dont la configura-
tion de référence? est supposée sans contraintes. Le domaest constitué de deux matériaux répartis de fagon
périodique avee > 0 la taille des microstructures élémentaires. Dans la cellule de référead®, 1[° le maté-
riau 2 occupe l'inclusiofts, ¥»> C Y et le matériau 1 occupe le domaine resténe Y\ Y,. On notes2 = RIUQRS
avec2; et$2; = Jyczs e(Y2+k) N £2 les domaines occupés respectivement par les matériaux 1 et 2 et on suppose
que le matériau 2 n’intersecte pas la frontiefe.Ces deux matériaux sont caractérisés par leur densité de masse
r>p>0,r° € L™(£2) etleur tenseur d'élasticté?, ,, € L®(R2).

Pour toutx € R3 on a la décomposition unique= [x] + {x} avecx — [x] € Y et on définit [2] 'opérateur
d’éclatementZ qui & toute fonctiorv € L2(£2) prolongée par 0 en dehors @2 associeZ®(v) € L%(2 x Y)
défini par

Ts(v)(x,y)zv(e[g}—i—ey), xXeN, yey. Q)

On peut alors préciser la dépendance eles caractéristiques du domaine par :

T )(x,y)=r1(y), To(ch, )X Y) =crmm(y),  x €82, yel, @
TEre)(x, y) =ra(y),  TE(cE, 1) (. Y) = e%comni(y), X €825, y €Yo,
ce qui traduit la forte hétérogenéité entre la matrice qui occupe le don§ietles inclusions qui occupent le do-
maine 25. Les tenseurs d’élasticité possedent les propriétés habituelles de symétrie et de coercivité : Il existe

1 Lesindices et exposants latins prennent leurs valeurs dans I'ensgiyhla}. On applique la convention d’Einstein des indices et exposants
répétés, on utilise des caractéres gras pour représenter les vecteurs.
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a > 0, B > 0 tels que pour toute matrice SsymétriqU&,,,), o« XmnXmn < cLmnkiXmnXri < BXmnXmn, €t
CLklmn = CLmnkl = C1.nmik, € de méme pour le tensety ki -

2. Propagation des ondes élastiques
2.1. Equations d’évolution et probléme stationnaire

Onnotel? = (U}): 2 xR — RR3 le champ de déplacement qui résulte de I'action des forces appliquées de vo-
lumeF = (F,,) € L?(22 x R) et des conditions initiale§J)® € H1(£2), U € L2(£2)), ce champ? € C(R; H1(£2))
est I'unique solution faible du probléme d’évolution :

2

rs(x)%Uﬁ, (x,1) — %(cfnnkl(x)ekl(ue(x, t))) =F, dans2 xR,
Ué(x,1)=0 sur d2 x R,
Ut(x,0) = U%(x), %ug(x, 0) = Ul(x) danss2,

avecey (V(x,1)) = %(dez +d; Vi) le tenseur linéarisé des déformations.

On cherche une solution périodique en temps, de petididete et indépendante desous la formeéJ® (x, 1) =
u(x, w) €' (par la suite on notera’ (x) au lieu deu® (x, w) 'amplitude de I'onde élastiqyeassociée a des forces
appliquées, elles aussi périodiques et de méme péiader) = f(x) €. La solutionu? : 2 — C2 du probléme
stationnaire :

@?rt (X)us, (x) +d, (Cfnnkl (x)ekz(U‘S (x))) =—fn danss,
ué(x) =0 sur o2,
est aussi solution du probléme variationnel :

Trouveru® € H1(£2) tel que pour touts € H1(£2)

a)Z‘/rgu"3 P — /cfnnklekl(ug)emn(CD) = —/f P, 3)
2 2 2
ouu-V=upvy.

On se propose maintenant de montrer que la guftg solution de (3) converge dans un sens qui sera précisé
plus bas vers la solutiom du probléme homogéne (4) ci-dessous.

2.2. Probléme limite homogene
On établit maintenant le résultat de convergence suivant.

Théoréme 2.1 (Théoréeme de convergenc®our toute période» de I'onde incidente différente des valeurs de
résonnancd~/A/}, j > 1 (définies dans I'Etape 3 ci-dessus

(i) Il existe un champ de vectewrss Hé(s’z) tel que la suiteZ# (u®) converge fortement versdansL2(2 x Y) ;
(i) De plus la limiteu est solution du probléme variationnePour tout® € Hé(s?)

a)zf A*(@)u(x) - @ (x)dx — / c;;nklekl(u(x))emn ((D(x)) dx = —/B*(a))f(x) - P (x), (4)
Q 2 2
ou le tenseur homogeénéisé de I'élasticifg,, et les matricest™(w), B*(w) sont donnés e(®) et (10).
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Démonstration. Elle se fait en plusieurs étapes.

Etape 1.0n fait 'hypothése a priori que la suitei’}, est bornée uniformément eni.e., Ul 2y < C. La
coercivité du tenseur de I'élasticité et I'inégalité de Korn écrite sur chacun des doniiings permettent alors
de déduire qu'il existe une constarfandépendante detelle que :

ULz + ”ekl(us)”Lz(Qf) + ||5ekl(“8)|||_2(95) <C. (5)

Etape 2. Convergence des éclatés. méthode d’homogénéisation [2] et les majorations (5) permettent d’obte-
nir les convergences qui suivent, on a ngtéx» les fonctions caractéristiques #ig et Y».
() Il existe trois champs limites

UeH§(2), Tel?(2;He YD), Vel?(2:Hj(Y2). fu:o

1
donnés par :
T°(U®) = ux) + x2(nV(x, y) dansL2($2 x Y),
T* (Xl(z)ekl(us)) — x1(») (e (U)) +exr,y (U(x, y))) dansL2(2 x Y), ©)
T* (XZ(%)gekl(Us)) = x2(ex,y (V(x, y)) dansL2(2 x Y).

(i) Ces champs sont I'unique solution du probléme variationnel limite

w? f rM U+ x2(0)9) - (P + x2(N¥) — f Cmnkt () (x2(0) (ert,x (W) + exr, v (D)) + x2(0)exr,y (V)
2xY 2xY

X (Xl()’)(emn,x((p) + emn,y((i)) + XZ(Y)emn,y(lI_/)) =- / f (¢ + XZ(y)lI_/) (7)
2xY
satisfait pour tout triplet

® eHYR), & el?(@iH(r), ¥ eL?(2:Hi(Y), /qs _o.
n

Etape 3.Un choix adapté des fonctions-test permet de résoudre le probléme limite (7) de la fagon suivante :
e On résout tout d’abord le probleme posé dafasce qui permet de calculer:

o / ra()V 0 — / ot (9)ext (@) emn (F) + 02U - / ra() = —f / & pour toutd e Hi(r).
Y2 Yo Y2 Y2

On note{g’, A/} ;>1 la base des éléments propres associés a I'opérateur de I'élasticité (toutes les valeurs propres
{A/};>1 sont réelles et positives, elles sont rangées par ordre croissant)

[ cammien@hen@ =i [ramel -0 avee [rae” -1 =54, ®)
Yo Yo Yo
sans sommation syr. Pour des valeurs de la fréquence qutneespondent pas a la résonnansé=£ 1/, j > 1,
le correcteur s’explicite en fonction desous la forme :

—a?u(x) - [, 2N () fo) - [y, 0/ ()
Ve, =) wsz Y, o' (y) — %w-’ -
j=1




A. Avilaetal./ C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 933-938 937

e On résout ensuite le probleme posé d@nee qui permet de calculer les fonctions de bas@de

/Cl,mnkl (y)(ekl,x (u + ekl,y(u))emn ((1_5) =0, pour toutd € Héer(Yl)-
n

On exprimed sous la formdi(x, y) = eun.x (U(x))Zn, (y) OU les fonctions de basg,, € H%er(Yl) sont calculées
comme habituellement :

/ c1imn(ekt,y ) + 35 )ers (B dy =0 pour toutd € Hlg(v),

"

ceci conduit & I'existence du tenseur homogénéis@gndépendant de et qui a les mémes propriétés de symétrie
et de coercivité que le tenseur initial) :

C;'kjkl = / Clijmn (emn,y(zkl) + 8,];[”) dy~ (9)
"

e On résout enfin le probléme posé dangpour obtenir le probléme limite em:

wZ/u-q>/r(y)+w2/q>-/rz(y)V(x,y)—/c;"n,lklek,(u)eij(@)=—ff-q> pour tout® € H3(£2).
Q2 Y Q Yo 2 2

On meth2 ro(y)V(x, y) - @(x) sous la forme-w?A(w)u(x) - ®(x) — B(w)f(x) - ®(x), ol les matricesA et B
d’'ordre 3 sont données par

; j
Agp(@) = Z sz r2(Vep(y) sz r2(y)py (v)

2 _1j ’
jelJ w A
j j
Tyv, ©p ) fy, r2(eg (v)
Byp(w) =) =t ’
jelJ

ouJ={j>1, sz ra(y)e’ (v) # 0}. On obtient alors le probléme (4) avec

A (@) = —PA(w) + < / ri(y)dy + / ra(y) dy>1, B*(@) = —w?B(w) + I. (10)
Y1 Yo

Etape 4.0n justifie 'nypothése a priori par I'absurde en supposant lufd 2y — oo. On considére le
champ de déplacement = u®/||u®|| 2, qui est solution d'un probleme similaire a (1) ou le second membre
f a été remplacé pdy||u®|| 2. La suite{||0°[| 2.} est uniformément bornée on peut donc lui appliquer le
théoréme de convergence précédent ce qui montre que la{guit@®)}, converge vers le déplacement nul, on
montre ensuite que cette convergence est forte d’ou la contradiction.

3. Existence des bandes phononiquesinterdites

Lorsque la matriceA*(w) admet une valeur propre négative le proléme variationnel (4) n'admet pas de pro-
pagation d'ondes dans la direction du vecteur propre associé a cette valeur propre. Pour montrer I'existence des
bandes phononiques interdites on étend a I'élasticité linéarisée tri-dimensionnelle I'approche proposée par Bou-
chitté et Felbacq [1] dans le cas scalaire. Plus précisément I'étude des variations de la tonstidri(w)z - z,
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zeR3, |z|l = 1 montre que, dans chaque intervahén/, vai+1[, j € J, la plus petite valeur propre(w) de la
matrice A*(w) est une fonction croissante qui va éec a une valeur bornég/. Si u/ > 0 il existe une valeur
wl € 1WA, VAT telle quep(w’) = 0, la bandelv/A/, /[ est bloquante et le probléme (4) nadmet pas de
solution de type ondes élastiques progressiveg? si 0 alors tout I'intervallelv/A7, v/A/+1[ est interdit.

Il est intéressant de noter pour les applications (qui utiliseraient une méthode d’optimisation de formes pour
la sélection des bandes interdites en vue, par exemple, de la réduction des vibrations) que le nouveau tenseu
homogénéisé de I'élasticit€ ne dépend que des propriétés élastiques du matériau 1 et de la géométrie de la
microstructure tandis que la nouvelle matrice de densité de « masga» dépend aussi de la densité de masses
moyenne initialefyl ri(y)dy + fYZ r2(y) dy des deux matériaux.
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