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Résumé
Dans cette Note on étudie les conditions pour qu’un systéeme d’équations différentielles ordinaires possede une superposition
des solutions, et également la linéarisation de tels systemes. On étudie plus particulierement I'équation dBdriccir.
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Abstract

On the superposition principal and Riccati equation. In this Note we study the conditions under which a system of
ordinary differential equations admits a nonlinear superposition of the solutions, and also the linearization of such systems.
A particular study is established for the Riccati equatifacite thisarticle: S. Rezzag et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340
(2005).
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1. Introduction

Un systeme d’équations différentielles ordinaires non linéaires

di
d—i:F,-(t,xl,...,x"), i=12....n 1)

admet un principe de superposition non linéaire (PSN) si sa solution générale peut étre formulée en fonction d’'un
nombre fini de solutions particulieres distincigs. . ., x,, et den constante€’y,...,Cy :

x=H(x1,...,xu1,C1,...,Cp). (2)
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On exige que la forme des fonctions de superpositione dépende pas du choix des solutions particulieres
Ceci n'exclut pas pour une équation (systeme) donnée la possibilité d’admettre différentes présentations de la
solution générale, et pour différents nomtwesde solutions particuliéres distinctes.

Le PSN remonte aux travaux de S. Lie, E. Vessiot, G. Scheffers et V. Ermakov. En 1893 Lie [2] et Vessiot [4]
formulaient le probléme de la maniére suivante :
Quelles sont les conditions pour qu’ un systéme d’ EDO du premier ordre possede un PSN ? Et comment déterminer
la formule de la solution générale ?

Lie, Scheffers et Vessiot sont les premiers a avoir répondu a la question.

Théoréme 1.1. Les Egs. (1) possédent un PSN de la forme (2) si et seulement si elles admettent une séparation
généralisée desvariables:

dx! . .

E:T1(t)§i(x)+-~-+T,(t)§‘,’(x); i=1...,n (3)
telle que les champs de vecteurs

xa=;sg<x)ai,., a=12...r )

engendrent une algébre de Lie £, dedimension r < nm.

L'algébre de LieL, est appelée algébre de Vessiot—Guldberg.

2. Equation de Riccati
L'équation de Riccati

Z—f = P(t) + Q(t)x + R(1)x? (5)

a la forme (3) poun = 1 etr = 3, et admet donc un PSN powr> 3. Il est en effet bien connu que la solution
généralex de I'équation de Riccati s’exprime en fonction de trois solutions particulieres distinGteset x3 :

X — X2 X3 — X2
=c

X — X1 X3 — X1
oU ¢ est une constante. D'autre part, si une équation différentielle du premier ordre
dx

— =w(t, x)

dr

admet un PSN, alors la dimension de son algébre de Vessiot—Guldberg est inférieure ou égal a trois [1,3]. On
obtient le résultat suivant :

Proposition 2.1. La forme générale d une équation différentielle du premier ordre qui admet un principe de
superposition est I’ équation de Riccati (5).

On en déduit par exemple que I'équation générale d'Abel :
dr _ 2 3
=ao(t) + a1(t)x + az(t)x” + az(t)x

dr
oua; #0, i =1,2,3, n"admet pas de principe de superposition de solutions.
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Le fait que des équations différentielles admettent des superpositions nous pousse a nous demander si de telle
équations sont linéarisables par un changement de variable. Une réponse est donnée par le résultat suivant, ba:
sur le redressement des champs de vecteurs des algebres de Lie de dimension inférieure ou égal a deux :

Théoréme 2.2. Une équation différentielle ordinaire du premier ordre possédant un PSN peut étre linéarisée par
un changement de fonction inconnue si et seulement si son algébre de Vessiot—Gul dberg est de dimension inférieure
ou égal a deux.

On obtient pour I'équation de Riccati (5) la proposition suivante :
Proposition 2.3. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Eq. (5)est linéarisable par un changement de fonction inconnue x.
(i) Eq. (5) peut étre écrite sousla forme:

dx
i T1()&1(x) + Ta()é2(x)

engendrent une algebre de Lie de dimension inférieure ou égal a deux.
(i) Eq. (5) est soit dela forme:

dx

5 = POx+ 00 ©)
soit delaforme:

dx 2

a=P(t)+Q(t)x+k[Q(t)—kP(t)]x , (7)

ou k est une constante.
(iv) Eq. (5) a une solution constante.

Considérons par exemple I'équation de Riccati suivante :

dx

5 = PO+ 00 +(Q0) - P0)x?

avecX: = (1—x?){ etX, = (x +x?)§, et considérons les champs

d
X=X1+2X>= (1+x)za,
Y =X,

qui veérifient[ X, Y] = X. Posons :

X<y)=<1+x)zjx—y=1,

ce qui est vérifié en particulier pour
1
1+x

y:
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On obtient la linéarisation suivante :

d
d_f = Q1) — P(1) + (Q(t) + 2P (1)),

et on remarque que la condition (iv) est vérifiée pour la fonction constaate 1.
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