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Résumé

Soitm un entier> 3, on poseli(r) = 3(r? +--- +r2 ;) + r, pourr € R™, et on considére un vectea € R 2
mal approché par les rationnels (au sens de I'approximation simultanée). kixerls L > 0 et R > 1+ |@°]/00. Nous
construisons une suitéfy ) de Hamiltoniens de classe Gevrey-L) surT™ x Boo (0, R), qui converge vers lorsqueN — oo,
tels que le systéme engendré gay laisse invariant un tore hyperbolique de vecteur fréqudixes@?, 1), qui admet un
point homocline en lequel la matrice d’écart des variétés invariantes est de la forni@ diag .., vy, 0) € M, (R), avec
vy > exp(—a(%)l/z(“—l)(’”—z)), oley := | Hy —hllq.1 etc > 0. Pour citer cet article: J.-P. Marco, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 340 (2005).
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Abstract

Lower bounds of the splitting of the invariant manifolds. Let m be an integee= 3, setfi(r) = %(r% 4+ 4+ rﬁfl) +rm

for » € R™, and consider a badly approximable vec@ € R” 2. Fixa > 1, L > 0 andR > 1+ [|@°]|s0. We construct
a sequencéHy) of Gevrey{w, L) Hamiltonian functions ofl” x Boo(0, R), which converges té when N — oo, such
that for eachV the system generated [y possesses @: — 1)-dimensional hyperbolic invariant torus wifixedfrequency
vector(ao, 1), which admits a homoclinic point with splitting matrix of the form di@gvy, ..., vy, 0) € M, (R), with vy >
exp(—c(%)l/z(“—mm_z)), wheresy = [|Hy — /|4, ande > 0. To cite this article: J.-P. Marco, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 340 (2005).

0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Définitions et résultat principal

1.1. Pourn € N* on noteT” = R"/Z" et on munit 'annea\” = T" x R" des coordonnées angles-actions
0=(01,...,0,) €T, r=(r1,...,r,) € R", et de sa structure symplectique canonique. On fgtéa projection
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surT” dex € R”. Si H est un Hamiltonien sur un ouvert d¢, définissant un systéme complet, on nété son
flot au temps 1.

Soitn > 2 et soith : R"” — R un HamiltonienC*° ne dépendant que des coordonnées d’action. Son flot Hamil-
tonien surA” laisse invariant chaque tore Lagrangig@r) = T" x {r}, et la restriction du difféomorphismg” a
Z(r0) est la rotation de vecteur= 9,4 (r°). Supposons simplement résonant (i.e. le modd = {w}+ NZ" est
derang 1). Sif, : A" — R est une fonction assez réguliére, et sous conditions de non-dégénérescence (voir [5]), le
systéme Hamiltonien perturti, = i + ¢f. posséde pour assez petit, au voisinage @&-°), au moins un tore
invariant hyperboliqud; de dimensiom — 1. La restriction deb e 47, est conjuguée a la rotation de vecteur
sur le tore (de dimensiom— 1) obtenu par projection canonique ¥e- dansT”.

On s'intéresse ici au cas ol le to® est voisin de({0} x T" 1) x {0}, et ol ses variétés invariantes
W*(T,, @) sont des graphes au-dessus de domaliegle T”, de la formel® x T"1, avecIt = [0, 5] et
I~ =[1-6,1], ot €]1/2,1[. Soient alorsw’: D* — R" les fonctions telles qua/*(7;, @) aient pour
équationr = wZ(9), et soitD = DT N D~ =]1-§,8[ x T"L. Considérons un point homoclife= (¢, r) €
WH(T,, @) N W= (T, @) qui vérified € D (et doncr = w (6) = w; (9)). On définit alors lanatrice d’'écart
S(&, @) des variétésV+ (7, @ =) au points comme la Hessienne de la différensg — w, au points. Cette
matrice est symétrique, ses valeurs propres sont @itgles d’'écarbu de splitting au poing. Notre probléme est
d’étudier I'asymptotique des angles d'écart lorsguend vers 0. On renvoie a [2] pour des résultats généraux sur
les bornesupérieuregle I'écart.

Dans le cas de tores hyperboliquient le vecteur fréquence varie avec la perturbatioous avons donné
dans [4] des bornesférieuresoptimales des angles d'écart pour des systémes de classe Gevrey, et dans [3] des
bornes inférieures presque optimales pour des systémes analytiques. Le but de cette Note est de montrer que le c:
des toresa fréquence fixest d’'une autre nature, en insistant en particulier sur le réle naturel joué par les notions
d’approximation diophantienremultanéedans ce type de probléme.

1.2. Suivant[1], poum € N*, o > 0 ety > 0 introduisons I'ensemble

(4+o0)/n
Ve e Z\ {0}, Loz > (Z> }

14

ou | |z désigne la distance au réseau On poses2,,(c) = Uy>0 £2,(o,v). On sait que I'ensemble,, (0) n'est
pas vide, il contient en particulier les vecteurs: (as, ..., a,) tels que(l, as, ..., a,) forme une base d'un corps
algébrique suf). Les éléments d&,,(0) sont ditsmal approchégpar les rationnels.

Nous considérons dans cette note des systémes perturbés de classe Gé\/feyasssant invariants des tores
hyperboliques de dimensian— 1 dont le vecteur fréquence (indépendant de la perturbation) est de la@@rihe
ol € R™~2 est un vecteur mal approché par les rationnels. Il est dans ce cas possible de construire des exemples
avec des bornes inférieures explicites pour les angles d’écart des variétés invariantes. Nous renvoyons a [4] poul
les définitions relatives aux classes Gevrey. PRur 0, B (0, R) est la boule fermée de centre 0 et de rayon
pour la norme Sup, Notée|| -

2,(o,y) = {a) cR"?

Théoréme 1.1.Soitm un entier> 3 et soith(r) = 3(+? + --- +r2_,) + r,,. On considére un vecteas® de
2n—2(0). SoientR > 1+ @)oo, @ > 1 et L > 0donnés. On pose, = Wl(m_z) Il existe une suit¢Hy) v >,

de Hamiltoniens de&5* L (T™ x By (0, R)), qui Vérifieey := |[Hy — fillq.r — 0 Si N — oo, et dont les flots
laissent invariant un tore hyperboliquE™™) de dimensionn — 1, de vecteur fréqueno@?, 1), qui posséde un
point homocling ™) en lequel la matrice d’écart est de la forme

1\
6(§(N)’¢HN)=diaq0,vN,...,vN10)EMm(R) avech}GXp(—C<_) >’
EN

ouU ¢ est une constante positive.
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La théorie des formes normales prévoit que I'exposant minimal dans notre situation=ebt2«(m — 2).
Notre méthode ne donne pas le résultat optimal, nous la voyons cependant comme la premiére étape d’'une analys
géométrique de I'écart dans des situations non triviales, en dimension quelconque. Notaris-gue pour
a — 1, ce qui vient de l'utilisation cruciale de fonctions a support compact dans notre construction, qui ne se
transpose donc pas directement au cas analytiguel().

2. Démonstration du Théoréme 1.1

2.1. Elle commence par la construction d’une suite de difféomorphismes’sut = m — 1. On fixew®
2,-1(0). PourN € N*, on posePy (01, r1) = 3r2 + % cos 2ry, et Py = @V, On pose enfin

2

Fy = ¢%(r12+--~+rn)+C052191 — Py x (p%(r22+»--+r3).

Nous allons construire une suit€’y)y>1 de difffomorphismes d&”, de la formewy = o/ Fn, ol la
fonction f™) est de norme Gevrer, L) majorée par IN2, pour lesquels chaque tore

T ={0O,r)eA"6,=0,r1=0, 7=}, FPeRr",

est invariant et hyperbolique, et pour lesquels I'écart des variétés dif tar®) est calculable.

Il est clair que pour tout® € R"~1, le tore7 (#0) est invariant et hyperbolique potffy, et que ses variétés
invariantesw* (7 (%), Fy) coincident. Sur ces variétés invariantes, on considére le poiht produit du point
ay = (%, %) sur la séparatrice supérieure g par le point de coordonnée anguladre- O sur le tore d’équation

F=i0i.e.c™M=(3,0), (%, 79)) en coordonnées angles-actiafisr) surA”.
Nous allons construire une fonctigi™ dont le support ne rencontre l'orbit(c ™), Fy) du pointz ™ (sous

laction de Fy) qu'au point¢ ™, telle qued/"’ torde de maniére contrdlée 'espace horizontal autour®g,
en laissant le poing™ fixe. Cette fonction sera de la forme

FMO1.0) = pun 100 fN @), O1eT, 6=(02....0,) T 1)
ol uy est une constante de normalisation & déterminer, qui est directement reliée aux angles d’écart.
Pour choisirf; nous allons utiliser la conjugais@®y)" = 01;1 oP1ooyn, OlUoy (61, r1) = (01, Nr1). Notons
ex = (%, 2) le point supérieur de la séparatricefgeet §, la coordonnée angulaire d@{l(e*). Alors les coordon-
nés angulaires des ité@é(e*) sont dans l'intervallg0, §,] pour toutk < —1, et dans l'intervallg¢l — s, 1[ pour

toutk > 1. Il en résulte quéPy)*(ay) € {|01] < 8} pour|k| > N. On choisit pourf; une fonction Gevreyer, L)
surT égale a 1 au voisinage (%et nulle dans l'intervallg¢—é., J.].

Pour que le support d¢™) vérifie Suppf™ N 0™, Fy) = {¢™} il suffit donc de choisir ensuite la
fonction f™) nulle sur 'ensembl€y (@°) = {(t@°%) | £ € Z, 1< €| < N — 1} ¢ T"~1. Notons

on (@°) = dso (0, En (@9)) (2

ol dy, est la distance st ~1 associée ¥ ||.. Commew? est mal approché par les rationnels, il est possible de
minoreroy (@°) :

y 1/(n—-1) y 1/(m—2)
on (@°) > <N> = (ﬁ) : €)
pour une constante constante- 0 convenable. Nous allons utiliser le lemme suivant, démontré dans [4].

Lemme 2.1.Soienix > 1etL > 0. |l existe une constante> 0 tel que pour tout réet > 2, il existe dansG* L (T)
une fonction plateau, qui vérifien,(0) =1si—5 <0< 5, ety (@) =0si—3 << -2 oul <o <3 et
qui vérifie de plug|n, |le. . < explext/@D),
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Choisissong = 1/on (@°) et posons
T
FY@=35]]n@pe;+1) @
j=2

donc fM =0 surT" 1\ Bs(0,0n(@?). La compatibilité de|| |l,.,. et du produit [4] entraine linégalité
I f gL < exp(C(%o))l/(“‘l)) pour une constant€ > 0 et N assez grand. Posons enfin

oN (@
1 1 1/0[—1
—0
un(@°) = 7exp(—c< — ) > %)
Il fille,L N2 on(@9)
ce qui conduit a l'inégalitd f ™| ,.. < 1/N? pourN assez grand. D’aprés (3) on obtient la minoration

pourC’ > 0 bien choisie elv assez grand.

2.2. On peut maintenant passer a I'estimation de I'écart des variétE¢a® . Notons que par le choix da le
difféomorphismeibfw) se réduit & I'identité dans le domaifié1| < 8.}, ce qui montre que pouf € R"~1, 7 (7%
est invariant pa®y et de vecteur fréquend@. La forme de la fonctiory V) entraine de plus qu@f(N) =lIlden
tout point de I'orbite0 (¢ ™), Fy). En conséquence le poiat"’) est encore homoclineZB(»®) pour®y, et nous
allons calculer I'écart en ce point. Noton€"’ eta:LN) les deux points de la séparatrice supérieure du peridule
symétriques par rapport a I'axé; = %}, tels queaﬁrN) = ’PN(a(_N)). NotonsAN) I'arc de séparatrice compris
entre ces deux points. Alors il est facile de vérifier quE@&°) = T" 1 x {@° c A1,

AN 5« T@% c WHT@%, Fv), o/ (a™ x T@%) c W (T @), Fv),

et de plus™ e (A™ x T(@%) N ™ (AM x T(@O). Il suffit donc d'évaluer I'effet dap /" sur I'espace
tangent 3™ x T(@% enc™) pour obtenir la matrice d’écart. Au voisinage du pajft’

(N)
&/ 0,r) = (9, (rl, ra—un [ [OF + D02, ....ra —un [ JOF + 1)9n))
k#2 ks#n

par (4) ce qui entraine immédiatement gbig V), Fy) = diag(0, un, ..., uy) € M, (R).

Pour obtenir la version continue de ce résultat, il suffit d’appliquer le lemme de suspension démontré dans [4],
qui entraine I'existence d’'une suiféy de Hamiltoniens dé\” vérifiant les hypothéses du théoréme, avec une
matrice d’écart de la forme indiquée, avag= 1/N2 etvy = uy, la minoration des anglas, découlant de (6).
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