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Résumé

Cette Note porte sur I'estimation d'une fonction de régression réguliere par les splines cubiques de lissage. Un ordre de
convergence est établi pour les erreurs quadratiques moyennes discrétisée et intégrée (MDSE et MISE) de I'estimateur, quanc
le bruit dans les données est un processus aléaRuive.citer cet article: D. Degras, R. Jallet, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Asymptotics for the smoothing cubic spline estimate in a longitudinal regression model with random process noise.
This Note deals with the estimation of a smooth regression function by natural cubic splines. A convergence rate is obtained for
the estimate’s mean discretized and integrated squared error (MDSE and MISE) with random process noise imthatdata.
thisarticle: D. Degras, R. Jallet, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

En régression non paramétrique les méthodes de lissage permettent un compromis explicite entre ajustemen
aux données et stabilité de I'estimateur (ou encore entre biais et variance) via le choix d’'un parametre de lissage.
Les splines cubiques de lissage sont largement utilisés en pratique a cause de leurs propriétés minimax d’'une patr
(Speckman [10]) et de leur implémentation facile d’autre part (Reinsch [8]). Leur convergence, connue dans le cas
de données comportant un bruit indépendant et identiquement distribué (iid) (Craven et Wahba [4], Ragozin [7]), est
étudiée ici dans un modéle plus général de données longitudinales ou le bruit est un processus aléatoire (situatior
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courante en pratique, par exemple en présence de corrélation et/ou d’hétéroscédasticité dans les données). Notl
travail est a rapprocher de celui de Cardot et Diack [3] pour les splines hybrides, et plus généralement, de celui
de Cardot [2] pour I'analyse en composantes principales lissée, de Boularan et al. [1] et de Nufiez-Anton et al. [6]

pour les estimateurs a noyaux. Nous donnons ici les vitesses de convergence des estimateurs splines cubiques ¢
lissage pour les critéres d’erreur quadratique moyenne MDSE et MISE. Les résultats, présentés dans un cadre
simple (répartition uniforme et équilibrée des points d'observation), peuvent étre étendus a un modéle plus général
de données déséquilibrées.

2. Modéleet estimateur delissage

Nous considérons le modéle :
Xit)=f@)+ei(tp), 1<i<n, 1<j<p, 1)

ou les trajectoireX; (1 <i < n) sont observées aux points= ﬁ (1< j < p), f étantlafonction de régression
(partie déterministe) du modeéle et les processud < i < n) étant des réalisations indépendantes du processus
aléatoire de bruit = {¢(¢), ¢ € [0, 1]}. On suppose de plus que :

(H1) la fonctionf est de class€? sur[0, 1];
(H2) le processus est centréE(s (1)) = 0, ¢ € [0, 1]) et de variance finigsup g 1 E(2(1)) < 00).

Pour construire I'estimateur de lissage nous utilisons la pénalité classique sur la dérivée seconde qui permet de
contr6ler la courbure des solutions. L'espace des estimateurs est alors I'espace de Sobolev :

Wz([O, 1]) = {g:[0,1] - R ; g etg’ absolument continueg;’ € LZ([O, 1)}

NotonsX = 1 3", X; la moyenne des trajectoires. Pour une valeur donnée du coefficient de lissafe

I'estimateur de lissage notg, est défini de maniére unique dés que: 2 (Craven et Wahba [4], Schoenberg [9])
par :

1

R o1& —
fu= argmin [—Z(X(tj)—g(fj))2+0l/g//(l)2df:|. )

gew2qo.1| P =1 0

La fonction f, est une fonction spline cubique naturelle (cf. Green et Silverman [5]). Nous précisons & présent les
notations utilisées dans cet article.

SoientQ etR les matrices de dimensions respectiyeq p — 2) et (p — 2) x (p — 2), de coefficientgy; = —2/h
sik=I1+1 1/hsik=1louk=1[+2 0sinon ety =h/6silk—1=1, 2h/3 sik =1, 0 sinon. Définissons
alors les matrices de dimensiprx p K = QR™1Q’ etS, = (I +apK)~ L.

Soient aussK = [X(11), ..., Y(tp)]’ le vecteur des moyennes des observatiors €t f(11), ..., f(tp)] le
vecteur des valeurs de¢aux pointst; (1< j < p).

Notons enfinV = [Cov(e(t;), £(t/))]1<i, j<p |a matrice de variance—covariance associée au bretitv = np
le nombre total d’'observations.

L’estimateurfa est entierement déterminé par ses valeurs aux pgistntenues dans le vecteﬁ; = [fa (1),

<oy Ju(tp)Y (cf. [5]). Celui-ci vérifie :

-~

Fa = SozY (3)
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3. Convergence

Nous énoncgons un résultat de convergence en moyenne quadratique pour chacun des deux critéres

1
~ 1 . . .
MDSE(Fa,F)=E[;Z(fa(tj)—f(tj))z} et MISE(fa,f)=E[ / (fa(t)—f(t))zdt}.

j=1 0

Théoreéme 3.1. Sousles hypothéses (H1) et (H2), il existe des constantes ¢; €t ¢2 indépendantesden , p et o telles
que:

MDSEF,, F) < c1a + 2. )
n

Théoreéme 3.2. Sous les hypothéses (H1) et (H2), il existe des constantes c3, c4 €t ¢5 indépendantesde n, p et o
tellesque:

A C. C
MISE(fa, f) < caa + —5 + —.
p n

®)

Remarques.

(i) Pour obtenir la convergence de la MDSE vers zéro, il suffitqeea (n, p) — 0 quand: — oco. Le paramétre
a peut ainsi tendre vers zéro arbitrairement vite, contrairement au cas classique du bruit iid (ou bruit blanc) ou
s'ajoute la contraintep/4 — co. Cela provient du fait que pour un bruit processus, le terme de variance est
seulement contrdlé par le nombrele trajectoires (en accord avec Cardot et Diack [3]). Pour faire converger
la MISE vers zéro, il faut rajouter aux conditions précédentes la conditienoo afin de maitriser le terme
de biais sur tout I'intervall¢0, 1].

(i) Dans l'asymptotique de la MISE, la vitesse optimale@@ 1) + O(p~) coincide avec celle obtenue par
Cardot et Diack ([3], Théoreme2et Remarque 1) pour les splines hybrides. Notons par contre que le champ
de leurs résultats ne contient pas les splines de lissage.

(iii) Dans le cas d'un bruit blanc, une adaptation mineure des démonstrations permet de retrouver les vitesses

optimales usuelles e (N ~#/°) pour la MDSE et et (N —*/°) + O(p—*) pour la MISE.
(iv) Les résultats précédents s'étendent a un modeéle de données longitudinales ou on observe chagkie courbe
enp; pointsy; ; :
Xt p)=fip)+e;), 1<i<n 1<j<p;, 0<tj1<---<t;p, <L
Réordonnons leg ; en p points distincts; avecn; répétitions et posonsmin = Min;{t;11 — ¢}, Amax=
max{r1; max;{tj1—1;}; 1—1,) eticiN = 3", p;. Alors sous les condition"ﬁé‘{'—{{:-f}} =O(1), minj{n;} —
A

0o, a — 0 pour la MDSE avec en plu%“T = 0O(1), hmax— 0 pour la MISE (ces conditions impliqguant
n — oo pour la MDSE etr, p — oo pourn}a MISE), on obtient alors des vitesses@fa) + O(%) pour la
MDSE et enO(«) + O(hﬁax) + O(W) pour la MISE.

4. Elémentsde démonstration
Dans le Théoreme.B, on décompose d’abord la MDSE en somme du biais au carré et de la variance :

~ 1 1
MDSEF,,F) = = F/(S, — D°F + 5 TracgS2V).
p
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En majorant le biais au carré comme dans Craven et Wahba [4], on obtient :
L 1
ZF (S —1)?F< a/ f @) dr.
p
0

Pour contréler le terme de variance, on écrit d'abord 'It@@é) < |ISy |2 TraceV) (algébre matricielle classique)
puis on remarque quéS,|| = 1 (cf. Utreras [11]). Exploitant ensuite I'hypothegd2), on peut affirmer que
TracgV) < p x SUR¢(0.1] E(£2(1)), ce qui permet de conclure la démonstration.

Pour le Théoréme.3, on part de la méme décomposition de I'erreur quadratique (ici MISE) que précédemment.
Le biais au carré se majore comme dans Ragozin [7]. Il existe ainsi des constagites indépendantes de, n
et p telles que :

1

/(Efa(t)—f(t))zdr < c;ga—i—%,
0

Dans I'étude du terme de variance, on montre en premier lieu qu’il existe une nidtriteetaille p x p et une
constante indépendante de, n et p vérifiant :

1
E /(fa(t)—Efa(t))zdt =E[(Fy —EF)M(Fy —EFy)] et [M] <cxh.
0

Il vient E[(Fq (1) — EFq(1)'M (Fo (1) — EFe (1)] = X TraceS,VSuM) < 1|1S,12IM | TraceV), ce qui, joint aux
relations précédentes, permet d’achever la démonstration.
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