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Résumé

On présente un nouvel algorithme donnant des formules pour le nombepldask-sécants a une courbe lisseRi®(C), et
cela pourk, d, N quelconques. Castelnuovo [Rend. Palermo 3 (1889) 27-37] et Tanturri [Ann. Mat. 4 (1900) 67—-122] avaient
donné des résultats partiels. Voir aussi E. Arbarello et al. [Geometry of Algebraic Curves, vol. 1, Grundlehren Math. Wiss.,
vol. 267, Springer-Verlag, 1985Pour citer cet article: P. Le Barz, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abstract

Formulas for multisecant spaces to algebraic curvedVe give a general new algorithm to find formulas for the number of
k-secantd-planes to a smooth curve R (C), for anyk, d, N. Partial results were given by Castelnuovo [Rend. Palermo 3
(1889) 27-37] and Tanturri [Ann. Mat. 4 (1900) 67—122]. See also E. Arbarello et al. [Geometry of Algebraic Curves, vol. 1,
Grundlehren Math. Wiss., vol. 267, Springer-Verlag, 1986]cite this article: P. Le Barz, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340
(2005).
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En 1863, Cayley donne la formule pour le nombrée droites 4-sécantes & une cou¢bde P3(C) de degré:
et genreg :

=320 — ) — S (2 _
q—lz(n 2)(n—3)(n—49) 2(11 +7n+13—g). 1)

On sait [2] que cette formule est valable pour toute courbe lis§® geurvu qu’on définisse comme le degré
d'un certain 0-cycle Se¢C) dans la grassmannienao& 1, P3) des droites d&2. Lorsque, dans des cas dégénérés,
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la courbe a une infinité de 4-sécantes, ce degné représente plus rien géométriquement. Cependant en général,
le 0-cycle Seg(C) correspond a un ensembiilei de 4-sécantes et dogca bien une signification géométrique.

On se propose ici de généraliser (1) et de trouver des formules pour le nombre de sous{@$mgadesont
k-sécants & une courliede PV . On note[d] un sous-espace de dimensibetc = N — d sa codimension. C’est
uniqguement dans le cas aweérifie

k(c—1) =dimG(d,PV) (= (d + 1)e) )

gu’on s’attend a un nombre fini dé] k-sécants. Il y a dondans ce casleux questions distinctes :

(a) Etablir une formule pour le nombré(d, N) de sous-espacég] k-sécants & ¢ PN ol v (d, N) est défini
comme le degré d’un certain 0-cycle $&¢) dans la grassmannienagd, PV).

(b) Eclaircir pour quelles courbes dégénérées ce 0-cycle n'a plus de signification géométrique.

Grace a uralgorithme entiérement nouveawous répondrons ici complétement a la question (a). Mais nous ne
savons pas répondre a la question (b), c’est-a-dire expliciter les cas ou il y a, malgré (2), toute une cptirbe de
k-sécants & dans la grassmannienggd, PV).

Plus généralement, cette fois pdue N quelconqueon définira le cycle Sg¢C) dansCH =V (G) (et non
plus CH°P(G)) ot CH*(G) désigne I'anneau d’équivalence rationnelleGle= G (d, P"). Le cycle Seg(C) sera
appelé le «cycle dggl] k-sécants & ». Il permettra de donner des formulesécantesvec conditions de Schu-
bert

Le théoreme qui suit permet d’exprimer les cycles;$€¢ en fonction des cycles de Schubert spéciaux

Théoréme 3.1.Soitc > 2 un entier fixé. SoiG = G(d, PV) la grassmannienne des sous-espaedsde PV de
dimensiord = N — c. Pourm € N, on noteg™ (p) € CH?(G) le coefficient de” dans I'expression)_;_, oju')m
(on poseg™ (p) = 0 pour p < 0). Considérons les polynémes dans Q&) (7] :

D(t)=1+0c 1t +02 Yy (-1)g/?(jc—1) — 2c)t/,
>3

E(t) =1+ 0c11)* —0coc2t” + 02 Y (=17 q!73(j(c — 1) = 3c)t/.
j=4

SoitC c PY une courbe lisse connexe de degré n et genre g. En netdetcoefficient de* dans I'expression

E(t)g+n—l
D(t)2g+"_2 ’

3
le cycleSeq (C) € CH =D (G) des[d] k-sécants & est égal &uxy.

Remarque 1.En particulier, supposant dans @ — 1) = (d + 1)c, on aa; € CHP(G). Légalité des degrés
donne la formule pour le nombre cherché(d, N) = degay).
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Exemple 1.Notonsv; le nombre defk — 2] k-sécants pour une courbe de degrét genreg dansP%—2. Sj
S@) = Zk>o vtk € Z[[1]] est la série génératrice, le théoréme précédent permet de la calculer explicitement :

(1+m>”(—1—4z+(1+2t)m>81
5 .

S0 = 2¢2

Il est temps de définir exactement les cycles;8€¢ e CH“~V(G), pourk quelconque.
4.1.

ConsidéronsG x PY comme fibration suG ; soit 7 ¢ G x PV la sous-fibration tautologique de fibreen
P € G. On note Cb(d, PV) le schéma de Hilbert relatif Hifti7 /G) formé des coupleéP, £) avecé C P (dits
k-uplets « coplanaires »). Notonsetu les deux projections su¥ etPY . L'applicationo est aussi une fibration de
fibre-type HilF P4 qui est non-singulier de dimensiaft (du moins dans sa partie curviligne [3], la seule qui nous
intéresse ici). Noton$V* le schéma:~1Hilb*(C) ; son images (W¥) est formée de® € G qui sontk-sécants
aC. On ale diagramme cartésien :

wk 1 cd@ Py —7 G=Gd.PY)

d Iz
Hilb*C —— Hilb*pPY.
Pour un plongement réguliér X — Y et un morphismef : V — Y, Fulton ([1], 6.1) construit un cycle noté
X.V sur le schémaV = f~1(X); plus précisémentX.V est dans le group€H, _, (W) our =dim(V) etg =
codimy X. Dans notre cas, posoix¥ = HilbX C, Y* = Hilbk PV, vk = Cd‘(d, PV) et f = u; on donne alors la :

Définition 4.1.0n pose SegC) = o, j,(X*.V¥) dansCH*(G) et on dit que c’est leycledes[d] qui sontk-sécants
ac.
Définition 4.2. PourC € PN etd > 1, on définit lepolynéme sécarde C dan<TH*(G)[¢] :

SedC) = ZSeQ(C)t" )

k>0
SoientC et C’ deux courbes lissagisjointesde PV. Alors on a I'égalité de polynémes :
SedC LU C’) =SecC).SecC). (4)
En effet, Hild'(C L C’) se décompose en somme disjointe @3 ~ Hilb’(C) L Hilb/(C”), pouri 4+ j = k. Par
suite le cycle SegC u C’) est la somme des S€C). Seg (C') pouri + j =k.
4.2.

Pour une courbé” non nécessairement connexe, le genre ne convient pas; on préfére utilisey e I, ou
plutdt la moitié du rang, qu’on noter@ SiI” est connexe de deghéet genreg, onaf = g+n—1. En général, on
af(CucC’ = f(C)+ f(C’).D'apres le théoreme de Vassallo [4], BE¢ ne dépend que deet f pour une courbe
C (connexe ou non).On écrira donc $E¢ = Sedn, f) et le résultat (4) donne I'égalité Sec+ ', f + f/) =
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Sedn, f).Sedn’, f'). En notantD le polyndme sécant d'undroite et E celui d'uneconique on arrive alors a
SedC) =Sedn, f) = E//D?/~" . Le seul cas qui nous intéresse en pratique est celdi est connexe de degré
n et genreg, soit : Se¢C) = E¢*"~1/D28+"~2 comme annoncé dans le théoréme.

Il reste & calculer les polyndmd3 et E! Comme une droite et une conigue sont des courbes trés dégénérées
(du point de vue des espaces multisécants), il faut passer par des dilu@ssection excédentaireC'est 13,
évidemment, la partie la plus longue et la plus délicate de la démonstration.

Disons un mot des multiplicités ; on se place dans le ca&(2)1)c = k(¢ — 1) ou on attend un nombre fini de
[d] k-sécants. Reprenons I'exemple de la formule de Cayley pour le namiteedroites 4-sécantestadansP®.
PourC = S3N S5 l'intersection compléte d’'une cubique et d’une quintique, la formule denrel35. Or toute
droite 4-sécante & est I'une des 27 droites d#&, mais 135= 27 x 5. On voit donc qu’une droite 5-sécante a une
courbe compte cing fois comme 4-sécante, puisqu’a un 5-uplet aligné correspondent cing 4-uplets alignés distincts.
Plus généralement, on voit qu'yud] p-sécant & dansP" comptera en générgl) fois comme{d] k-sécant. Par
ailleurs, méme si ufid] coupe transversaleme@t en exactement points différents, il peut compter avec une
multiplicité m > 1 lorsque les tangentestaen cesk points ne sont pas en position générale.
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