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Résumé

Le principe d'incertitude établit qu'une fonction non nulle et sa transformée de Fourier ne peuvent pas étre localisées si-
multanément. Ceci se traduit par exemple par des conditions sur le s#ppbte spectref de la fonction. Il est bien connu
que ceux-ci ne peuvent étre simultanément de mesure finie. Il est démontré dans Shubin et al. [Geom. Funct. Anal. 8 (1998)
932-964] gu’ils ne peuvent pas non plus é&rminces. Nous donnons ici d’autres exemples d’ensembles E pour les-
guels on a cette propriété. Nous exprimons la rareté des ensembles considérés a partir d'un pavage dyadique de I'espace li
aux lignes de niveau de la fonctigmy |1 - - - |x4|%?. lls ne sont pas-minces ni de mesure finie en général. Nous démontrons
gue les paires ainsi construites sont fortement annihilantes, suivant la terminologie du livre de Havin etBuiricti¢er cet
article: B. Demange, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Uncertainty inequalities associated to some homogenous functiorEie uncertainty principle states that a nonzero func-
tion and its Fourier transform cannot be both sharply localized. It is well known that the support and the spectrum of a function
cannot both have finite measure. In Shubin et al. [Geom. Funct. Anal. 8 (1998) 932—-964], it is shown that they cannot be con-
tained ine-thin setsk and E. We give here other examples of sétsand E having this property. The thinness of the sets is
expressed in terms of a dyadic decomposition of the space, which is related to the fupgtitihns - |x;|% onR?. These sets
are note-thin in general. We prove that the pairs of sets we consider are strongly annihilating in the sense of Havin and Joricke.
To citethisarticle: B. Demange, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abridged English version

A pair of measurable sei&, E) of RY is said to be strongly annihilating in the sense of [5] if there exists
a constant & ¢ < 1 such that for allf € L2(R?), supported inZ, we have/z | f|? < cll f1I7,. Pairs of sets of
finite measure are strongly annihilating. So are the pairs-thin sets, see [9]. Recall that a sEtis ¢-thin if
|E N B(x, p(x))| < e|B(x, p(x))], for all x e R?, with p(x) = min(1, |x|~1).

Itis proved in [9,3] that the sets of the forftx, y) € R?; |xy| < €} aren-thin, with n = £ log(1/¢), if & is small
enough. We proved in [4,2] that the pair of séts, y) € R?; |xy| < C}, with arbitraryC, are weakly annihilating.
We will give here new strongly annihilating pairs of sets. They are constructed using a dyadic decomposition
of the space adapted to the functiong|®t - - - |x4|%. These sets have infinite measure in general and are not
necessarily-thin. The conditions we give here on the sets are invariant through the dilatien&ix1, .. ., t4x4),
for i1 =1.

Statement of the results

We decompose the half-line of positive numbers into the union of the dyadic intdigds = [y*, y* 1,
keZ,y>1 ForkeZ¢ andys,...,ys > 1, we consider the ‘dyadic rectangle@ (k) = {x € R?; |x1| €
Iy (Y1), - - ., |xal € I, (va)}, which form a partition of the spad®?, up to a finite union of strict subspaces. Denote
by |k| the quantityk; + - - - + k4.

Define, forE, E c RY, the annihilating constam (E, E) as the smallest constadt such thath |f/)<\E|2 <
A||f||i2, for all f € L2(R%), wherey denotes the indicator function. The pait, E) is by definition strongly
annihilating if and only ifA(E, E) < 1. LetA(k, p) = A(EN Qk), EN Q(p)). We prove the following result.

Theorem 0.1.Letys, ..., yqs > 1. There exists a constait (y, ), depending only on thg; andd, such that for
all measurable subsets and E of R?,

AE B <K@d) Y (sup Atk p)(@+ ) T (14 m)

(nmyeze Wki=m. [pl=n

2(d-1)

The proof is based on the following elementary estimate.

Lemma 0.2.Lety, ..., ys > 1. There exists a constaikt(y) such that, for allz € Z,
. . d—1
> minL Y- min(d ) < K@) 1+ Inl) (1)
keZl,|k|=n

Corollaries and examples

As a consequence, the pairs of sets
E(e)={x e R’ |x1|* - |xg|* <&} @

form a strongly annihilating pair, providedis small enough. Whed = 2, anda1 = a2, E(¢) is n-annihilating
with n comparable te log(1/¢), as proved in [9,3]. Ifx; andaz are arbitrary, this is a consequence of the results
of [6]. Whend > 3, this is not a consequence of these results.

As a corollary we get the following Heisenberg-type inequality.

Corollary 0.3. Letas, ..., g > 0. There exists a constait(«) > 0 such that for allf € L2(R%),

/|x1|°‘1~-~|xd|°‘d\f<x)\2dx ></|sl|“1-~~|sd|”d!f(s)!2ds>K(a>||f||iz. )
R4 R4
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Proof of the Corollary 0.3. Using standard dilation arguments, we see that (3) is equivalent to

/|x1|°‘1-~-|xd|°‘d|f<x)|2dx+f|sl|“1---|sd|“d|f<s>|2d§ > 2K @) £112,.
Rd ]Rd
Let ¢ be small enough. The paiE (¢), E(¢)) given by (2) is strongly annihilating, hence

/|x1|°‘1~-~|xd|°‘d\f(x)\2dx+/|sl|“1~-~|éd|“d}f<s)}2ds
R4 R4

28( / |f(X)|2dX+ / |f(€)|2d§>28C(0t,8)||f||i2,
RI\E (¢) RA\E ()
where the last inequality comes from the definition of strongly annihilating pairs (see [5]).

1. Introduction

La paire(E, E) de sous-ensemblespesurablesﬂ@deest dite faiblement annihilante si toute fonctignde
L?(R%) & support dang et & spectre darfs, est identiquement nulle, cf. [5]. La paire est dite fortement annihilante
s'il existec € [0, 1[ telle que, pour toute fonctioyi € L2 & support dang,

/|f|2<c||f||iz.
E

Une telle inégalité exprime de maniére quantitative le fait que le spectyerdepeut pas étre contenu daBs

Les paires d’ensembles de mesure finie sont fortement annihilantes, voir [1]. Dans [9], les auteurs démontrent que
les paires d’ensemblesminces sont également fortement annihilantes passez petit. Rappelons qiiec R¢
este-mince si|E N B(x, p(x))| < €| B(x, p(x))|, pour toutx € R4, avecp (x) = min(1, |x|~1). Cette condition est
invariante par rotation.

Il est démontré dans [9,3] que les ensemtes {(x, y) € R?; |xy| < ¢} sonty-minces, aveq de I'ordre de
elog(1/e), sie est assez petit. Dans [4,2], nous avons démontré par des méthodes d’analyse complexe que les paire:
d’ensembles du typgx, y) € R?; |xy| < C} sont faiblement annihilantes poGrarbitraire. Nous allons donner ici
d’'autres paires d’ensembles fortement annihilantes liées aux lignes de niveau des forgfions |x;|% surR<.

La minceur de ces ensembles va étre exprimée a l'aide d’'une décomposition dyadique de I'espace adaptée a I
géométrie des lignes de niveau de cette fonction. Les conditions données vont étre invariantes par les dilatations
x = (11x1, ..., lgxq), avectyt 154 = 1.

Nous allons maintenant définir le pavage dyadique utilisé, et énoncer le résultat en toutes dimensions. Nous
effectuons la démonstration dans le casRfedans la section suivante, et nous terminerons par des exemples
d'utilisation du résultat.

2. Pavage de I'espace et énoncé du résultat

Sointy > 1. La demi-droiteR’ se subdivse en intervalles dyadiqug§y), k € Z, définis par

L(y) =[5, y*L

Soientys, ..., ys > 1. On considére une décomposition dyadiqui®desn ensemble® (k), k € Z4, de la forme

Ok =[x =(x1,....xa) € R |xal € Iy (), -+, Ixal € Ty (7))
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La famille (Q(k)); 7z« forme une partition d&<, privé d’un nombre fini de sous-espaces vectoriels stricts. On
utilisera la notationk| := k1 + - - - + k4.

Définition 2.1. SoientE, E c RZ. On définit la constante d’annihilation par

= — |2
A(E,E)= sup |[|fxe|"
HfHLzzli

Ici x g\ésigne la fonction indicatrice. Par définition, une paEeAE) est fortement annihilante si et seulement si
A(E, E) < 1. Remarquons qué&(E, E) < 1 si et seulementsi(E, E) < 1.

Proposition 2.2. Soientys, ..., ya > 1. Il existe une constant€(y, d) ne dépendant que deset ded, telle que
pour toute paire d’ensembles mesurablés E),

A(E,E) < C(y.d) Z( sup A(EmQ(k),EmQ(p)))(1+|n|)

(n,m)eZ? k|=m. |pl=m

2(d71)(1+ |m|)2(d71). (4)

SoientE et E deux sous-ensembles mesurable®Rde Soit D une droite déRd Soit L la mesure du projeté
orthogonal def sur D, etL celle deE sur D. Il est classique qué (£, E) < LL. On sait aussi qué(E, E) <
min(1, |E||E|) Désignons pap (E, E) linfimum de ces produnsLL lorsqueD varie, et de mifil, |E||E|)

Théoréme 2.3.SoientE et E deux sous ensembles B&. Si la somme
> ( sup p(ENQ®.EN Q)@+ in)* Y (24 m

ez ki=m. |pl=m

)2(d71)

est assez petite, alors la pai(&, E) est fortement annihilante.

Remarque 1. Onap(E N Q(k), EN Q(p)) < min(L, ;2171 yf“’d). SIIEN Q)| =|EN Q(p)| =0 pour
k|, | p| = no, avecng suffisamment petit négativement, la paife E) est donc fortement annihilante.

Remarque 2.Si L et L sont comme ci-dessus, Nazarov a démontré dans [8] I'estimatidn E)y<1-—
exp(—C|L||L|). Nous renvoyons a [7] pour d’autres estimations de ce type.

3. Esquisse de démonstration
Nous effectuons la démonstration pals= 2. Elle repose sur deux lemmes.

Lemme 3.1. Soientyy, y2 > 1. |l existe une constant& (y1, y») telle que, pour tout € Z,

. k . k
>0 min(L Yy min(d y,2) < K (y1. y2) (1+ Inl).
keZ?; ky+kpo=n

Démonstration du Lemme 3.1.Soity = min(y1, y2). Il suffit d’écrire

in(0,k in(0,k i i —
Z y{nm( 1) Vzmm( 2) < Z J/mln(O,kl)—&-mln(O,kg) _ Z y kc(k),
k1+ko=n k1+ko=n k>0

ol c(k) est le nombre de coupléy, ko) € Z tels queky + k2 = n et min(0, k1) + min(0, k2) = —k. On ac(k) =
O+ |2k+n|). O
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Lemme 3.2. Soit f une fonction dd.2 & support danst. Soit f; la restriction def & Q(k). On a

/ fifel<ca

ENQ(p)

2+k’2)]l/2

(EN Q). EN 0(p)[min(, y/* ) min1, ) I fell 221l firll 2

Démonstration du Lemme 3.2. Soit¢ une fonctionC* a support compact, valant 1 sur le ca{r_teyl] x [1, y2].

Soit ¢, (51, £2) = (v, "1, v, P2E2). On définit aussi la fonctiorfi , par i, = XEmQ(p>fk Dans la suite(C
désigne une constante susceptible de varier d’'une ligne a I'autre. On a

A/ Fifie =’/¢pﬁ;£

ENQ(p)

//@(x—X’)fk,p(X)fk/(x’)dxdx’

1/2
||¢p||1/2/}fkr<x>|</|¢px—x>||fk,,<x)| dx) dx’

e 1/2
< CSUP( / |§pp(x — x| dx/) I frepll L2l ferll Ly
X
oK)
Comme|p(x)| < C(L+ |x1))"2(1+ |x2])~2, on voit que

/ ’@(x —x’)‘ dx’ < Cmin(l, y1p1+

Q)
On conclut en remarquant que par définitionAld| fi , 12, < A(E N Q(k), EN QPN fill?,. O

Lymin(1, y p2+ 2),

Démonstration du Théoreme 2.3.Soit f une fonction supportée daiis Decomposons une telle fonction en une
sommef =), fx, avecf; asupport dang N Q(k). SoitA(k, p) = A(E N Q(k), EN Q(p)), et

A(p. k. Ky = [min(L, y ) minc, »/272) min(d, 220 minga, 2224

Le Lemme 3.2 implique que

/ Jele| <

C[AK, p)AK, p)] ZAp kKD el 2 ferl 2.

ENQ(p)
On aura donc (4), en appliquant le lemme de Schur, si 'on démontre que
1+ k|
supz Alk, p) = Ak K)Y S Clyod) Y sup Atk p)(L+ [nl) A (1+ [ml)?.

14K

n.mez KI=m, |pl=n

Cela découle du Lemme 3.10
3.1. Application
Soite > 0,1, ...,ay >0, et
E:E:{xeRd; lxa|t x - x g% < g} (5)

Soit y; =/2\Wi, D’aprés la Remarque 1, le membre de droite de (4) est @fi)@vecv = v(a) > 0. Donc la
paire (E, E) est fortement annihilante siest suffisamment petit. $i est arbitraire, ces paires sont faiblement
annihilantes. En effet le résultat suivant s’applique (voir [2]) :
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Proposition 3.3.SoientE, ECR?. S pour presque tout point de R?, et pour touts > 0, les ensembles etE
contiennent un nombre fini de points du réseat §Z¢, alors la paire(E, E) est faiblement annihilante.

Quandd = 2, etag = a» = 1, ces ensembleB et £ sontzn-minces, poum de l'ordre deelog(1l/¢), et on
retrouve les résultats de [9]. Plus généralement, il découle de [6] que toutes les paires du type §5) 2vsont
des paires fortement annihilantes.

Sid > 3, les ensembleg = {x € R?; |x1] x --- X |x4| < €} ne sonty-minces pour aucune valeur ge On
ne peut pas non plus leur appliquer les résultats de [6]. Plus généralement, il découle du Théoréme 2.3 et de la
Proposition 2.2 que les ensembles du type- E={xeR|x1| x --- x |xq] € I}, avecl = U@O[Z”, 2" +
e2™1U[0,¢], T < 1/2 ete assez petit, forment une paire fortement annihilante. Quaad?, ett < 0, ceci
découle de [9]. En effet, les paires d’ensembles du type R?; |x1||x2| € I}, ou I C Ry est de mesure finie
assez petite, sont fortement annihilantes.

Nous obtenons comme corollaire toute une famille d’inégalités de type Heisenberg (voir aussi [3]). Soit
a1, ...,aq > 0. |l existeC () > 0 tel que pour touf € L2(R9),

R4

f|x1|“1-~-|xd|“d|f<x>|2dx ><f|sl|“l---|sd|“d|f(s>|2ds>C(a>||f||iz.
Rd

Remarque 3.Quande; = 2n; € 2N, on peut interpréter cette inégalité comme I'existence d’'un trou spectral pour
I'opérateur différentiel

2n 2n 1 " 1 "
Ll’l=|x1| l”.|xl| d+<_maxf> ..'<_max3) .

Le Théoréme 2.3 se généralise dans un cadre plus général, ou I'on utilise la décomposition dyadique donnée pal
des parallélépipédes

0y ={x eR%: Yl <) <yS ), Q' ={seR? P <|ljx)| <yl

pour les variables d’espace et de fréquence(/au..,ly) et (/3,...,1)) sont deux familles de formes linéaires
indépendantes. Ainsi les pairég, E), avec

E:{xeRd; ll(x)|--~|ld(x)’<8}, E:{éeRd;

1@ 1®)] <2},

sont fortement annihilantes si le prodeit est assez petit, ce qui conduit & d’autres formes d’inégalités de Heisen-
berg.
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