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Résumé

SoitX un processus de contact (PC) à temps discret surZ
2 tel que défini par Durrett et Levin (1994). On étudie l’estimat

du modèle basé sur l’évolution spatio-temporelle deX, i.e.T + 1 observations successives deX sur un ensemble fini de sitesS.
Nous considérons l’estimateur de maximum de pseudo-vraisemblance marginale (PVM) et montrons, quandT → ∞, que cet
estimateur converge et qu’il est asymptotiquement gaussien siX survit surS. Pour citer cet article : X. Guyon, B. Pumo, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Space–time estimation of a particle system model. Let X be a discrete time contact process (CP) onZ
2 as defined by

Durrett and Levin (1994). We study the estimation of the model based on space–time evolution ofX, that is,T + 1 successive
observations ofX on a finite subsetS of sites. We consider the maximum marginal pseudo-likelihood (MPL) estimato
show that, whenT → ∞, this estimator is consistent and asymptotically normal for a non vanishing supercritical CP.To cite
this article: X. Guyon, B. Pumo, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Considérons un Processus de Contact (PC) à temps discretX = (Xt , t = 0,1, . . .) tel qu’il a été défini par
Durrett et Levin [4]. Ce processus modélise par exemple l’évolution surZ

2 d’une espèce végétale,Xt(s) = 1
(resp.Xt(s) = 0) signifiant la présence (resp. l’absence) d’une plante au sites à l’instant t . La dynamique de
Xt = (Xt (s), s ∈ Z

2) est déterminée par des transitionsP(Xt+1(s) = y | Xt = xt ) invariantes par translation dans
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temps et dans l’espace. Pourd � 1, soitNd(s) = {u ∈ Z
2: ‖s−u‖1 � d} le d-voisinage du sites et∂s = N1(s)\{s}

l’ensemble des 4 voisins des. Le PC étudié ici est caractérisé par les transitions suivantes (Durrett et Levin,

(i) Chaque plante en vie à l’instantt meurt avec une probabilitéγ à l’instantt + 1,
(ii) Une plante en vie ens donne naissance à une nouvelle plante enu ∈ ∂s avec une probabilitéλ ; les différentes

reproductions pours ∈ Z
2 etu ∈ ∂s sont indépendantes,

(iii) Au plus une plante survit ens. De plus, les événements définis en (a) et (b) sont indépendants dans le

Nous considérons ici le problème de l’estimation du paramètreθ = (γ,λ) à partir d’une suite de configuration
successives x(T ) = (x0, x1, . . . , xT ) observées surS1 = S ∪ ∂S oùS ⊂ Z

2 est un sous-ensemble fini et fixé de si
et∂S est la 1-frontière de voisinage deS. L’estimateurθ̂T que nous proposons maximise unepseudo-vraisemblanc
marginale(PVM) de x(T ) qui est une fonctionnelle qui s’explicite facilement là où la vraisemblance devien
incalculable pourS grand. On montre quêθT → θ et qu’il est asymptotiquement gaussien sous la condition, n
(I), de non-extinction deX surS. Ces résultats asymptotiques utilisent une propriété de sous-ergodicité deX. La
condition(I) est satisfaite avec une probabilité positive pour un processus supercritique (Durrett, [3]).

Fiocco et Zwet [5] étudient l’estimation dans un autre cadre, à savoir le PC est à temps continu et on
une seule configurationxt ; dans ce cas, un seul des deux paramètres du modèle est estimable.

2. Estimateur de pseudo-vraisemblance marginale (PVM)

Soit x(T ) = (x0, x1, . . . , xT ) une suite d’observations du PC surS1 = S∪∂S. PourA ⊂ S, notonsPA(xt , xt+1; θ)

= P(Xt+1(A) = xt+1(A) | Xt(S1) = xt (S1)) et m(xt ,A) = ∑
s∈A xt (s) le nombre de sites deA occupés parxt .

La transition jointePS(xt , xt+1; θ) devenant incalculable pourS grand, nous utiliserons une pseudo-transit
marginaleMS(xt , xt+1; θ) = ∏

s∈I (xt ,S) P{s}(xt , xt+1; θ) produit des transitions en un site surI (xt , S) = {s ∈ S:
0 < P{s}(xt , xt+1; θ) < 1}, l’ensemble des sites deS informatifs au tempst . La pseudo-vraisemblance margina
(PVM) est alors le produit des pseudo-transitions marginales aux différents instants d’observations etθ̂T est une
valeur qui maximise cette PVM.

L’idée d’utiliser une pseudo-vraisemblance (PV) est classique en statistique : PV gaussienne pour u
au second ordre (Whittle, [10]), PV conditionnelle pour un champ de Markov (Besag, [1]), PV pour estim
paramètres d’un modèle de diffusion sur un lattice (Mollison, [9]).

La loi de Xt+1(s) conditionnellement àxt est une variable de Bernoulli de paramètreP{s}(xt , xt+1; θ) =
p(xt , s; θ)1−xt+1(s)(1 − p(xt , s; θ))xt+1(s) où p(xt , s; θ) = γ xt (s)δm(xt ,∂s), δ = γ + (1 − γ )(1 − λ) étant la pro-
babilité de non-prolifération à l’instantt + 1 d’une plante présente à l’instantt au sites. On en déduit :

MS(xt , xt+1; θ) =
∏

s∈I (xt ,S)

p(xt , s; θ)1−xt+1(s)
(
1− p(xt , s; θ)

)xt+1(s) (1)

avec la conventionM(0,0; θ) = 1 si I (xt , S) = ∅. Notantn(xt ) le nombre de sites informatifs dext , n(T ) =∑T −1
t=0 n(xt ) le nombre total de sites informatifs, et, en utilisant (1), la log-PVM normalisée de x(T ) est,

lT (θ) = 1

n(T )

T −1∑
t=0

∑
s∈I (xt )

{[
1− xt+1(s)

]
logp(xt , s; θ) + xt+1(s) log

[
1− p(xt , s; θ)

]}
.

On suppose queθ ∈ Θ , un compact de]0,1[2. L’estimateur deθ estθ̂T = arg maxθ∈Θ lT (θ).
Soitη = γ + (1−γ )(1−λ)2 la probabilité de non-prolifération à l’instant(t +1) dans{s, s′} d’un plant présen

en u ∈ ∂s ∩ ∂s′ à l’instant t . On montre que sis′ /∈ N (s), les variables(X (s) | x ) et (X (s′) | x ) sont
2 t+1 t t+1 t
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indépendantes. Sis′ ∈ N2(s) et s′ 
= s, Cov(Xt+1(s),Xt+1(s
′) | xt ) = p(xt , s; θ) p(xt , s

′; θ) [b(xt , s, s
′; θ) − 1],

où

b(xt , s, s
′; θ) =

{
δ−m(xt ,{s,s′}) si s′ ∈N1(s) \ {s},
δ−2m(xt ,∂s∩∂s′)ηm(xt ,∂s∩∂s′) si s′ ∈N2(s) \N1(s).

(2)

3. Résultats de convergence de l’estimateur θ̂T

On suppose vérifiée la condition(I) de non-extinction deX surS :

(I) : I∞ = {
x = (xt , t � 0): n(x(T )) → ∞ quandT → ∞}

.

Introduisons quelques notations. SoitL = {Li, i ∈ I } une partition deS et L = {Li(t), t � 0} une suite infinie
d’éléments deL. Soitct (s) = (xt (s),m(xt , ∂s)) ∈ C1 = {0,1} × {0,1,2,3,4} un résuméde la configuration locale
dext ens et (c,0) le résumé de la configuration dext surN2(s) telle quect (s) = c et xt (N2(s)\N1(s)) ≡ 0. Pour
c ∈ C1 soitq(c; θ) = P(Xt+1(s) = 0 | xt (N1(s)) = c) et :

πc = limT →∞
∑T −1

t=0 n(xt , c)

n(T )
, πL

c,0 = limT →∞
∑T −1

t=0 nLi(t) (xt , c,0)

n(T )

oùn(xt , c) (resp.nL(xt , c,0)) est le nombre de sites deS (resp.S ∩L) de configurationc (resp.(c,0)) à l’instantt .
Notons enfinp(1) le vecteur des dérivés enθ dep etJT (θo) = AT (θo) + BT (θo) où :

AT (θo) = 1

n(T )

T −1∑
t=0

∑
s∈I (xt )

p(1)t [p(1)]
p(1− p)

(xt , s; θo)

BT (θo) = 1

n(T )

T −1∑
t=0

∑
s∈I (xt )

∑
s′∈N2(s)∩I (xt ),s′ 
=s

[
b(xt , s, s

′; θo) − 1
] p(1)(xt , s; θo)

t [p(1)(xt , s
′; θo)]

[1− p(xt , s; θo)][1− p(xt , s′; θo)]
oùb(xt , s, s

′; θo)est donné par (2). Le résultat principal de cet article est le suivant :

Théorème 3.1. Supposons queθo = (γo, λo), la vraie valeur inconnue deθ , est un point intérieur d’un compac

Θ ⊂ ]0,1[2. Sous la condition(I) limT →∞ θ̂T
p.s.= θo et√

n(T )J
−1/2
T (θo)AT (θo)(θ̂T − θo)

d→ G2(0, I2).

La preuve utilise les résultats généraux de convergence et de normalité asymptotique des estimateurs
mum de contrastes (Dacunha-Castelle et Duflo, [2] ; Guyon, [6]) ainsi que la convergence p.s. et en loi d’un
triangulaire de martingales construit à partir du gradient de la log-pseudo-vraisemblance (Dacunha-Ca
Duflo, [2] ; Hall et Heyde, [7]. Deux pas essentiels utilisent la sous-ergodicité deX énoncée au Lemme 3.2 :

(i) Le premier pas montre que la PVM rendθ identifiable pourT grand. En effet, si x(T ) réalise deux configura
tionsca = (ua, va) etcb = (ub, vb) non-colinéaires, alorsθ �→ lT (θ) est injective. Mais, sous(I), la sous-ergodicité
assure queπc > 0 et donc toute configurationc ∈ C∗

1 = {1} × {0,1,2,3,4} est observée quandT → ∞ : la PVM
rendθ identifiable.

(ii) Le deuxième pas établit que la matrice de variance-covariance deθ̂T est minorée, pourT grand, par une
matrice définie positive. On montre que pourεo = γ0(1− γ0)(1− λ0)

5[1− (1− λ0)
4], L convenablement choisi

et J (θo) = ∑
c 
=(0,0) π

L
c,0 × [q(1 − q)]−2 × q(1)t [q(1)](c; θo) on a limT →∞JT (θo) � εo · J (θo). Pour se faire, on

utilise l’idée suivante de Jensen (Jensen et Künsch, [8]) : pourG une tribu conditionnante générale, Var(X) �
E (Var(X | G)) ; l(1)

(θ) s’écrivant comme une somme, on en extrait une sous-somme de termes conditionne
G T
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indépendants et on minore chaque variance conditionnelle individuelle. PuisqueπL
c,0 > 0 surC∗

1, J (θo) est définie

positive car, siα 
= 0, t αJ (θo)α = ∑
c 
=(0,0) π

L
c,0[q(1− q)(c; θo)]−2 (tαq(1)(c; θo))

2 > 0.

Lemme 3.2. Sous-ergodicité deX en situation de non-extinction: SoitL ={Li, i ∈ I} une partition deS. Il existe
α > 0 etL, une suite infinie d’éléments deL, tels que,∀c ∈ C∗

1 , et∀x ∈ I∞, on aπc � πL
c,0 � α.

Pour démontrer ce résultat, on définit deux suites croissantes d’instants entre 0 etT − 2, la première, 0� T1 <

T2 < · · · < TmT
� T −2 est la suite des instants informatifs i.e. telle quext (N1(s)) 
= (0,0) pour au moins un sites

deS, la seconde, 0� T ∗
1 < T ∗

2 < · · · < T ∗
m∗

T
� T −2, est la sous-suite de la première telle quext (s) = 1 pour un site

s deS. SoitL= {Li(t), t � 0} tel queLi(Tk+1) contienne le site informatif à l’instantTk pourk = 1, . . . ,mT . D’une
part, les variables conditionnelles(XT ∗

k∗+1(N2(s)) | xT ∗
k∗ ) étant indépendantes pourk∗ = 1, . . . ,m∗

T , il existeβ∗ > 0

tel que
∑T −2

t=0 nLi(t+1) (xt+1, c,0) �
∑m∗

T

k∗=1 n
Li(T ∗

k∗ +1)
(xT ∗

k∗+1, c,0) � m∗
T · (β∗/2) quandT → ∞. D’autre part, il

existeβ > 0 tel quem∗
T � mT · (β/2) et

∑T −2
t=0 nLi(t+1) (xt+1) �

∑mT

k=1 n(xTk+1) � |S| · mT � |S| · m∗
T /(β/2). On

obtient le résultat avecα = β · β∗/(2 · |S|)2 puisque
∑T −2

t=0 nLi(t+1) (xt+1, c,0) ÷ ∑T −2
t=0 nLi(t+1) (xt+1) � β · β∗/(2 ·

|S|)2 et le choix deL entraîne
∑T −2

t=0 nLi(t+1) (xt+1) ÷ ∑T −2
t=0 n(xt+1) � 1/|S|.

A partir de l’ergodicité deX et conditionnellement à la survie du PC, on obtiendrait directement la pos
deπc (Durrett et Levin, [4], p. 335). Cependant l’invariance par translation espace-temps n’est pas fonda
dans la démonstration du lemme. Cela permet d’étendre les résultats du Théorème 3.1 à des modèles non
dans l’espace et/ou dans le temps à la condition que ces probabilités de transition soient convenablement

Une étude expérimentale pour un PC supercritique sur le carré 64× 64 et T = 100 confirme les résultat
asymptotiques 3.1. PourT = 4, on obtient de bonnes estimations des paramètres pour différents PC avec de
différences entre les estimations des écarts types théoriques et les écarts types empiriques. Si le processu
supercritique, on observe des biais d’estimation.
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