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Résumé

Soit X un processus de contact (PC) a temps discret.éuel que défini par Durrett et Levin (1994). On étudie I'estimation
du modele basé sur I'évolution spatio-temporelleXdé.e. T + 1 observations successivesXiesur un ensemble fini de sitds
Nous considérons I'estimateur de maximum de pseudo-vraisemblance marginale (PVM) et montrong, guangdque cet
estimateur converge et qu'il est asymptotiguement gaussigrssivit surS. Pour citer cet article: X. Guyon, B. Pumo, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Space-time estimation of a particle system model. Let X be a discrete time contact process (CP)Z@nas defined by
Durrett and Levin (1994). We study the estimation of the model based on space—time evoligthaffis,7 + 1 successive
observations ofX on a finite subse§ of sites. We consider the maximum marginal pseudo-likelihood (MPL) estimator and
show that, wherf” — oo, this estimator is consistent and asymptotically normal for a non vanishing supercriticed €
thisarticle: X. Guyon, B. Pumo, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).

0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Considérons un Processus de Contact (PC) a temps disctetX,,r =0, 1,...) tel qu'il a été défini par
Durrett et Levin [4]. Ce processus modélise par exemple I'évolutionZ8ud’'une espéce végétald, (s) = 1
(resp. X, (s) = 0) signifiant la présence (resp. I'absence) d’une plante aw sitdinstantz. La dynamique de
X; = (X,(s), s € Z?) est déterminée par des transitidheX,,1(s) = y | X; = x;) invariantes par translation dans le
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temps et dans I'espace. PalE 1, soitNy(s) = {u € Z2: ||s —u|l1 < d} le d-voisinage du site etds = N1(s) \ {s}
I'ensemble des 4 voisins de Le PC étudié ici est caractérisé par les transitions suivantes (Durrett et Levin, [4]) :

(i) Chague plante en vie a I'instantmeurt avec une probabilité a I'instantr + 1,
(i) Une plante en vie em donne naissance a une nouvelle plante erfs avec une probabilité ; les différentes
reproductions pous € Z2 etu € ds sont indépendantes,
(i) Au plus une plante survit en. De plus, les événements définis en (a) et (b) sont indépendants dans le temps.

Nous considérons ici le probleme de I'estimation du parangetedy, 1) a partir d'une suite de configurations
successives(f’) = (xg, X1, . .., x7) Observées sus; = SUJS ou S C Z2 est un sous-ensemble fini et fixé de sites
etd s estla 1-frontiére de voisinage del estimateu; que nous proposons maximise yseudo-vraisemblance
marginale(PVM) de x(T') qui est une fonctionnelle qui s’explicite facilement la ou la vraisemblance devient vite
incalculable pouss grand. On montre quér — 6 et qu'il est asymptotiquement gaussien sous la condition, notée
(1), de non-extinction d& sur S. Ces résultats asymptotiques utilisent une propriété de sous-ergodiditélde
condition(l) est satisfaite avec une probabilité positive pour un processus supercritique (Durrett, [3]).

Fiocco et Zwet [5] étudient I'estimation dans un autre cadre, a savoir le PC est a temps continu et on observe
une seule configuratior ; dans ce cas, un seul des deux parameétres du modele est estimable.

2. Estimateur de pseudo-vraisemblance marginale (PVM)

Soitx(T) = (xg, x1, - - -, x7) Une suite d’observations du PC $iar= SU3S. PourA C S, notonsP4 (x;, x;41; 6)
= P(X:41(A) = x;41(A) | X1 (S1) = x;(S1) etm(x;, A) =) ., x:(s) le nombre de sites d& occupés pax;.

La transition jointePs(x;, x;+1; #) devenant incalculable pou grand, nous utiliserons une pseudo-transition
marginaleMg(x;, x;4+1; 6) = Hsel(x,,S) Py (x;, x;41; 6) produit des transitions en un site sl;, S) = {s € S:

0 < Pyy(xs, x141; 0) < 1}, 'ensemble des sites deinformatifs au temps. La pseudo-vraisemblance marginale
(PVM) est alors le produit des pseudo-transitions marginales aux différents instants d’observatjoestaine
valeur qui maximise cette PVM.

L'idée d'utiliser une pseudo-vraisemblance (PV) est classique en statistique : PV gaussienne pour un champ
au second ordre (Whittle, [10]), PV conditionnelle pour un champ de Markov (Besag, [1]), PV pour estimer les
parameétres d’'un modéele de diffusion sur un lattice (Mollison, [9]).

La loi de X,11(s) conditionnellement &, est une variable de Bernoulli de paraméeRg)(x;, x;4+1;0) =
p(xr, s;0) 1518 (1 — p(xy, 5;0)) 416 ol p(x;, 5;0) = pX @ §mEds) s — o 4 (1 —y)(1— 1) étant la pro-
babilité de non-prolifération a I'instamt+- 1 d’une plante présente a I'instanau sites. On en déduit :

Mg (x¢, x14150) = 1_[ p(x:,s; 9)17Xt+1(s)(1 — p(xs, s; 6‘)))('“@) (1)
sel(x;,S)

avec la conventionM (0,0;0) = 1 si I (x;, S) = @. Notantn(x;) le nombre de sites informatifs de, n(T) =
ZIT;Oln(x,) le nombre total de sites informatifs, et, en utilisant (1), la log-PVM normaliséé Heest,

1 T-1
0= Y3 {[1—xa®]logp(xs, s:0) + xia(s) log[1— p(x, s:0)]}.

t=0 sel(x;)

On suppose qué € ®, un compact déo, 1[2. L'estimateur d& estdr = argmaxece Ir(0).
Soitn = y + (1—y)(1— )2 la probabilité de non-prolifération a I'instatrt+ 1) dans{s, s’} d’un plant présent
enu € ds N ds’ a linstantz. On montre que si’ ¢ Na(s), les variables X, 1(s) | x;) et (X;+1(s") | x;) sont
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indépendantes. ST € Na(s) ets’ #s, COMX,41(s), Xi11(s") | x) = p(xz,5;0) p(xs,5';60) [b(x;,s,5;60) — 1],
ou
§—mids.sh) sis’ € N1(s) \ {s},

/. —
b(x,s,550) = {8—2m(x,,6sﬂas/)nm(x,,asﬂas/) sis/ ENZ(S) \Nl(S)

)

3. Résultats de convergence de I’ estimateur or

On suppose vérifiée la conditigh) de non-extinction de& sursS :
(1)t Ioo = {Xx=(x:,1 = 0): n(X(T)) — oo quandl — oc}.

Introduisons quelques notations. Shit= {L;,i € I} une partition deS et £ = {L;¢),t > 0} une suite infinie
d’éléments dé.. Soitc;(s) = (x;(s), m(x;, ds)) € C1 = {0, 1} x {0, 1, 2, 3, 4} unrésumé&le la configuration locale
dex; ens et(c, 0) le résumé de la configuration desur No(s) telle quec; (s) = ¢ etx;(N2(s)\N1(s)) = 0. Pour

ceCy80itg(c;0) = P(X,41(s) =0 x,(W1(s)) =c) et :

i n00) e Lnio (x, ¢, 0)
n(T) ’ c,0 " 22 T—>o0 l’l(T)

oun(x;, ¢) (respn’(x,, c, 0)) estle nombre de sites deresp.S N L) de configuration: (resp.(c, 0)) a l'instantz.
Notons enfinp le vecteur des dérivés eénde p et Jr(0,) = A7 (6,) + Br(6,) ou :

T-1
1 pPpD]
AT (0p) = —— T (.80,
7(60) ”<T)§se1(x,> o) s
T-1
_ 1 . PO (xs,550,) [pD(xs, 55 6,)]
Br@6,) = o) Z Z Z [b(xz,s,s ;00) — 1] A= G, 5 BN = prr. 736,31

1=0 sel (x;) s’eNo(s)NI (x;),5'#s

oub(x;,s,s’; 6,)est donné par (2). Le résultat principal de cet article est le suivant :

Théoreme 3.1. Supposons que, = (y,, A,), la vraie valeur inconnue de, est un point intérieur d'un compact
© 10, 1[2. Sous la conditiorl) limz_, ~ 67 = 6, et

V()17 Y2(0,) A1 0,) 1 — 6,) > G2(0. I).

La preuve utilise les résultats généraux de convergence et de normalité asymptotique des estimateurs de mini:
mum de contrastes (Dacunha-Castelle et Duflo, [2] ; Guyon, [6]) ainsi que la convergence p.s. et en loi d'un tableau
triangulaire de martingales construit a partir du gradient de la log-pseudo-vraisemblance (Dacunha-Castelle et
Duflo, [2]; Hall et Heyde, [7]. Deux pas essentiels utilisent la sous-ergodicii éigoncée au Lemme 3.2 :

(i) Le premier pas montre que la PVM readdentifiable poufT grand. En effet, si &) réalise deux configura-
tionsc, = (uq, vq) €tcy = (up, vp) NON-colinéaires, aloms — I7(0) est injective. Mais, soud), la sous-ergodicité
assure quer. > 0 et donc toute configuratiane C; = {1} x {0, 1, 2, 3, 4} est observee quarid — oo : la PVM
rendé identifiable.

(i) Le deuxiéme pas établit que la matrice de variance-covariande @st minorée, pouf’ grand, par une
matrice définie positive. On montre que peye= yo(1 — y0)(1 — 10)°[1 — (1 — 10)*], £ convenablement choisie
etJ(6,) =Y .20 nfo x [q(1 = )12 x ¢D'[qD](c: 6,) on alimy_ . Jr(6,) > €, - J(6,). Pour se faire, on
utilise 'idée suivante de Jensen (Jensen et Kiinsch, [8]) : foune tribu conditionnante générale, V&) >
Eg(Var(X | G)); l(Tl) () s’écrivant comme une somme, on en extrait une sous-somme de termes conditionnellement
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indépendants et on minore chaque variance conditionnelle individuelle. Pum§gu>eo surC?, J(6,) est définie
positive car, si # 0, 'aJ (Bp)a = 30,0, T~ Elg(1—q)(c; 0172 (agP(c; 6,))% > 0.

Lemme 3.2. Sous-ergodicité d& en situation de non-extinctiarSoitL ={L;, i € Z} une partition deS. Il existe
a > 0 etL, une suite infinie d’éléments de tels queyc € C, etvx € I, On an, > nfo >a.

Pour démontrer ce résultat, on définit deux suites croissantes d’instants enffe-eta premiere, & 71 <
T <--- < Ty, <T —2estlasuite des instants informatifs i.e. telle gug\i(s)) # (0, 0) pour au moins un site
des, Ia seconde, & T < Ty <--- < T* < T —2, estla sous-suite de la premiére telle gu@) = 1 pour un site

sdeS.SoitL ={L;,t = 0} tel queL,(THl) contienne le site informatif a I'instaffj, pourk =1, ..., m7. D'une
part, les variables cond|t|onneIIeKTk**+1(/\f2(s)) | ka**) étantindépendantes padr=1,...,m}, |I existeﬁ’k >0

* L rx .
tel que -T2 nlie (x, 41, ¢,0) = Yl 0 TP (¥77,41,¢,0) = m} - (8*/2) quandT — co. D'autre part, il

existep > O tel quem?y > mr - (B/2) etZIT Oan'(f+1>(x,+1) ZZlTln(xTHl) [S|-my <|S|-m%./(B/2). On

obtient le résultat avee = 8 - B*/(2- |S|)2 pwsqueZtT OZnL'<t+1>(x,+1,c 0) - T 2 nLicd (x;00) > B - B*/(2-

|S)2 et le choix deC entralneZT 2y Lig+y) (xr41) ~ Z;:o n(x:11) = 1/|S|.

A partir de I'ergodicité deX et condltionnellement a la survie du PC, on obtiendrait directement la positivité
den, (Durrett et Levin, [4], p. 335). Cependant l'invariance par translation espace-temps n’est pas fondamentale
dans la démonstration du lemme. Cela permet d’étendre les résultats du Théoréme 3.1 & des modéles non invariant
dans I'espace et/ou dans le temps a la condition que ces probabilités de transition soient convenablement minorées

Une étude expérimentale pour un PC supercritique sur le carsé @ et 7T = 100 confirme les résultats
asymptotiques 3.1. Podr = 4, on obtient de bonnes estimations des paramétres pour différents PC avec de faibles
différences entre les estimations des écarts types théoriques et les écarts types empiriques. Si le processus n'est p
supercritique, on observe des biais d’estimation.
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