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Résumé

Dans cette Note nous montrons, a I'aide d'un contre-exemple, qu'un résultat de Hickel [Am. J. Math. 115 (1993) 1299-
1334] en dimension 1 est faux en dimensi@n> 2. Ce résultat de Hickel relie la fonction de Artin d’un germe de fonction
holomorphe avec celle de son idéal jacobien. De tels liens sont importants pour prouver le théoreme d'approximation linéaire de
Artin conjecturé depuis quinze ans [Spivakovsky, Proceedings of the Il SBWAG, Santiago de Compostela 54 (1990) 237-254].
Pour citer cet article: G. Rond, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

About the Artin function in dimension N > 2. In this Note we give a counter-example to a generalization in dimension
N > 2 of a result of Hickel in dimension 1 [Am. J. Math. 115 (1993) 1299-1334] which relates the Artin function of a germ
of holomorphic function to the Artin function of its Jacobian ideal. Such links are important in order to prove the linear Artin
approximation theorem that has been conjectured fifteen years ago [Spivakovsky, Proceedings of the Il SBWAG, Santiago de
Compostela 54 (1990) 237-254p cite this article: G. Rond, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Nous considérerons un corfismuni d’'une norme au sens de Nagata [5], c’est-a-dire d’une valuation mul-
tiplicative v & valeurs dan® . On appellera valuation multiplicative toute application vérifiant les conditions
suivantes :

— v(x) =0 sietseulementsi=0,
— v(xy) = v(x)v(y) pour tousx ety dansk,
— v(x +y) <v(x)+v(y) pour tousx ety dansk.
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Par exempléC muni de la norme absolue @, muni de la normeg-adique sont des corps normés.
Soit N un entier positif non nul; nous noterold®y I'anneau des séries convergentddy, ..., Ty} etmy
son idéal maximal. Soit un entier positif non nul; nous noterons parfais(resp.x) le n-uplet de variables

(X1,...,X,) (resp.(x1, ..., x,)).

1. Introduction
En 1969 Artin a prouvé le théoreme suivant :

Théoréme 1.1[1,7]. Soit I unidéal de On{X1, ..., X,} engendré par les f; pour 1 </ < r. |l existe une fonction
B:N— Nteleque:

Soienti e N et x € O}, avec x(0) =0, telsque fi(x) € mf,(’)“ pour tout/ € {1,...,r}. Alorsil existe x € OY,
tel que x = x modulo mf,;rl et tel que fi(x) =0pourtout! e {1,...,r}.

SiI estunidéal d®y{X;, ..., X,}, nous appellerons fonction de Artin dda plus petite fonctior8 : N — N
qui vérifie le théoreéme ci-dessus. Dans le ¥as 1, Greenberg [2] a montré que la fonction de Artin d’'un idéal était
majorée par une fonction affine et ce résultat est conjecturé ¥qr2 [6]. La preuve de Greenberg s'appuie sur
une majoration de la fonction de Artin dea I'aide de celle de son idéal jacobien. Hickel [3] donne une majoration
plus fine que celle de Greenberg dans le cas d'un germe d’hypersurface analytique complexe. Lintroduction de
la fonction de Artin dans I'étude des singularités a été faite par Lejeune-Jalabert [4] et M. Hickel [3]. Boit
idéal dek{X3, ..., X,} définissant un germexX, 0) plongé dangk”, 0). NotonsIy l'idéal de On{X1,..., X,}
engendré pai. On noteg; y la fonction de Artin dely. Cette fonction est un invariant analytique du germe
(X, 0). Le résultat prouvé par Hickel est le suivant :

Théoréme 1.2[3]. Soient f un germe de fonction holomorphe al’ originede C" et J; I'idéal jacobiende I = ().
Alors, pour tout entier i € N,

Bip)a(@) < Bypa@) +i.

Nous montrons ici que ce résultat est faux pdUE 2 en étudiant 'exemple dg = X2 — Y3. Nous ne savons
pas dans ce cas 8ir) v est majorée par une fonction affine quavic> 2.

2. Approximation par une puissance p-iéme

Soit p € N\{0, 1}. Nous nous placons dans le cas ou I'anneau de bas@gsiveck un corps normé de
caractéristique différente ¢ge Cet anneau est muni de la valuatiof -adique que nous noterons ord.

Soit p € N\{0, 1}. Nous allons tout d’abord présenter un algorithme d’approximation pour la valuation ord
d’'un d’élément deDy par une puissancg-ieme, c'est-a-dire trouver pour towte Oy un élément, tel que
sup ord(x — z”) = ord(x — z%).

Notonsx = 3, . xx OUx; est le terme d’ordré dex. Soitk? le plus petit indice pour lequel, # 0.

Initialisation: Si x;0 est une puissancg-ieme d’'un élément d&y, on peut initialiser I'algorithme, sinon
sup ord(x — z”) = ord(x). Dans le cas ou ce terme est une puissani@me on pose

1= xp0 etx1=x— z{

avec y/x;0 une racinep-ieme dex;o. On voit quep ord z3 = ord x et que ordx) > ord(x).
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Récurrence: Supposons que I'on ait construijt a lan-ieme étape tel que
Xn=X =W =) Xnk
k

vérifie ordx,) > ord(x) oux, ; estle terme d’'ordré dex,,. Soitk,? tel que ordx,) = ord(xn,kg). Suppo-
SONs quex,, o soit divisible parg/xkol’*l. On pose alors

xn,k,?
1 =20+ Py el xpi1=x—2,.
On a donc d'une part o(dn+1) = ord(zn) = = ord(z1) = ord(x)/p = k%/p = ¢, et d’autre part
Zurrmodm§ ™t =z, modm§Ht = .. =z, modm‘”rl d’'oll ord(x,4+1) > ord(xy).

Arrét: Dans le cas olx n'est pas une puissangeieme, I'algorithme s’arréte. Il existe un ramgpour lequel
x, o N'est plus divisible parc/xkol"1 dans la récurrence. On a un terme que I'on ne peut pas éliminer et
Zn €St une puissange-ieme parmi celles qui sont les plus prochescd®ur la topologiem y -adique.

3. Etudelafonction de Artin de X2 — Y3

On suppose que la caractéristiqueldest différente de 2 et de 3. Posofis= X2 — Y2 et fixonsN > 2. Les
solutions def dans(’)lzv sont les couples de la forme3, z2) avecz € Oy. Pour tout entierj > 3, nous allons

donnerx; € Oy tel que maxep,, ord(x; — ®)=2j+9et maxeo, ord(xj? —73)=8j+6.En choisissan; tel
que ma;e@N ord(x2 -3 = ord(x2 — y3) nous voyons que toute solutigg®, z2) de f vérifie nécessairement
ord(x; —z 3) < 2j +9. Cela nous permet de dire queNsi> 2

,3(X2_y.3),1v(l) >

limsup
ir>+00 l

L'idéal jacobien de(X2 — Y3) est égal X, Y2) dont la fonction de Artin est égaleia— 2i. En particulier nous
n'avons pas la majoration

ﬂ(XZ—YS),N(i) < ﬁ‘](xz—Y?’)’N(i) +i

pouri grand etN > 2, vérifiée poutN = 1 d'aprés le Théoreme 1.2.
Soit
3 ; o1 5 1
15 124 ] 972] 673) 4j
P = =T;°T. 7T =17 T. wT, —T
=S 2+12+312+961 T 5762
avecj > 3. Nous avons, en appliquant I'algorithme d’approximation par une puissance 3-igme a

1 .\°
maxord(x; — z%) = Ord<)€j - (Tf’ + —TfTZJ) )
ZEON 2

1 5 5
= ord( 7T + T+ =

1
2l T2 Ty + =T, >=2j+9.
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Appliquons l'algorithme d’approximation par une puissance 3—iém§ dous voyons que

2 3
2 (754 1r2pi) L1 4sz+iTlTsj oL ogepsi T gapei 1 a0
J 1T o712 6172 T18°2 82944172 T 746496172 T 331776 2

Donc

maxord(x2 — z%) = 8j + 6.
zeO (j Z) J

Posons alors

s Lo\, L a2, 1. 3
yj: Tl +§T1T2 +6T1T2 +1—8T1T2

Nous avons alors O(djz- — yj3.) =8j 4+ 6 et maxcp, ord(x; — z3) = 2j +9 comme annoncé.
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