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Résumé

Cette Note étudie I'influence asymptotique de la correction par la moyenne sur I'estimation par moindres carrés des para-
metres d’'un modele AR(1) périodique. Contrairement au cas ARMA stationnaire, nous montrons que I'ajustement d’'un modele
ARMA périodique avec constantes a la série observée peut étre accompagné d’'un gain substantiel en termes de précision asym
totique pour les estimateurs des moindres carrés par rapport a I'ajustement d’'un modéle ARMA périodique sans constantes au
données corrigées par leur moyenne empiriéoar citer cet article: A. Gautier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abstract

Asymptotic influence of mean-correction on estimating a periodic AR(1) modelThis Note studies asymptotic influence
of mean-correction on the parameter least squares estimation for a periodic AR(1) model. Unlike the stationary ARMA case,
we show that fitting a periodic ARMA model with intercepts to the observed series can provide substantial gains in terms of
asymptotic accuracy for the parameter least squares estimators compared with fitting a periodic ARMA model without intercepts
to the mean-corrected serid® cite this article: A. Gautier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

1. Introduction

Présentés comme une alternative aux modéles ARIMA saisonniers, les modéles ARMA a coefficients pério-
diques (PARMA) ont connu un vif succés dans la littérature des séries temporelles. Cette Note s'intéresse &
I'estimation d’un modéle AR(1) périodique et s'inscrit dans la continuité de Azrak et Mélard [1], Basawa et Lund
[2] ou Bibi et Francq [3]. Une pratique courante en séries temporelles consiste a ajuster un modeéle centré a la séri
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des données corrigées par leur moyenne empirique. Dans ce contexte, I'objectif principal de la Note est de montre
que, contrairement au cas des modéles ARMA stationnaires, I'ajustement de modéles PARMA avec constante:
aux données observées améliore la précision asymptotique de I'estimateur des moindres carrés (MC) par rapport
I'ajustement de modeles PARMA sans constantes aux données corrigées par leur moyenne empirique.

2. Modéle et hypothéses

Considérons une série temporelle journali€¥e);—o 1,.. présentant des changements de régime périodiques
a des instants connus. De telles caractéristiques peuvent typiquement apparaitre dans des séries macroécol
miques ou financiéres journaliéres (par exemple, la consommation d'électricité, la sécurité routiere, les indices
boursiers, la fréquentation ferroviaire etc.) pour lesquelles I'activité humaine est une source de périodicité heb-
domadaire. On suppose que la date O correspond a un lundi et, pour simplifier la présentation, qu'’il existe
deux régimes distincts pour la série; le premier régime correspondant aux lundis, mardis, mercredis, jeudis et
vendredis, et le second régime correspondant aux samedis et dimanches. Aldpas{0, 1,2,3,4,7,...} et
A(2) = {5,6,12,13,...} I'ensemble des dates correspondant respectivement au régime 1 et au régime 2. La
quantites, = Ia) () + 2l (r) indique le regime a la date ou Iy (t) représente la fonction indicatrice de
'ensembleA (k). La suite(s;);=o.1,.. des régimes est connue, périodique et purement déterministe. Elle se com-
pose de la séquence de réginigsl, 1, 1, 1, 2, 2) qui se répéte de facon réguliere.

On suppose que la dynamique Keest décrite par une équation AR(1) a coefficients périodiques

Xo = moy, + €0, (1)
X —mog, = ags, (Xi—1 —mog,_y)+6&, t=12,...,

ou le bruit(e;);=0.1,... est iid tel queEe, = E€3 =0, E€? =1, E€} < oo, ete, est indépendant d&,,, u < 1.

On a alorsE X; = mq,,. Le modeéle (1) est un exemple PARMA choisi pour sa relative simplicité. La conclusion
de la Note reste valable pour une classe plus générale de modéles PARNA(J régimes, oU p, g) # (1, 0)

etd > 2. Le vecteur des parameétres inconnu de (1) est &pté (mo1, mo2, ao1, ap?)’ et appartient a un sous-
ensemble ouver® deRR*. On suppose que le module du produit des coefficients AR sur une période est inférieur
a l'unité, i.e. |a81a§2| = |p| < 1, de telle sorte que I'équation (1) admette une solution non-anticipative et non-
explosive (Vecchia [5]). Dans I'ensemble de la Ndtelésigne un entier appartenaritla?} et toutes les variables
aléatoires sont définies sur le méme espace probalfilisd, P).

3. Estimation des parametres

Etant donnée une suite d'observatid@ix®, ..., X,) ou, sans perte de généralité, on supposeniel est un
entier multiple de la périodicité, le probléeme de I'estimation du paramétre d'irdgedt étudié a partir de deux
approches. Les preuves des résultats énoncés dans cette section se trouvent dans Gautier [4].

3.1. Estimation de « premiere étape »

L'approche de «premiére étape » (PE) consiste a estimer : (i) les paramétres de pagitpar la moyenne
empirique du régime, (ii) les coefficientsug, par I'estimateur usuel des MC basé sur les données corrigées par
leur moyenne empirique. On définit ainsi les estimateurs de PE

P L= Z:l:()XtHk(St) et Gy = Z?:l{xr - ’%nk}{Xt—l - Y%ns,_l}ﬂk(st)
T Yo Tk(sn) " ST ad X1 — i,k (s7)

()
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Afin d’étudier le comportement asymptotique gy, il est utile de considérer la représentation markovienne
suivante :

Yo =uo,
{ztzAxt_lwf, (=12.... ®)
ouY, = (X7 —mo1, X71—1 — mo2, X71—2 — mo2, X7—3 — mo1, ..., X7—6 — mo1)’, Yo = (Xo — mo1,0,...,0),

uo = (0,0, ...,0), u; est un bruit blanc e#A est une matrice fonction desy et dont le rayon spectral vaut
|p| (voir Gautier [4]). Sous la conditiofp| < 1, le processusY,);—o1,.. €St asymptotiguement stable et nous
obtenons ainsi sa fonction d'autocovariance asymptotique, ndtée) pour 2 > 0. Introduisons les vecteurs
c1=1(1,001,1,1,1) etc2=1(0,1,1,0,0,0,0). Les théoreme et corollaire suivants établissent le comporte-
ment asymptotique de,;.

Théoreme 3.1. Considérons le modeld) pour lequelm,,;, défini par(2), est un estimateur deo. Si|p| < 1,
alors mi, 4 mo €t /n (M — mog) «6/\/(0, skznk‘l) quandn — oo, oUm; =n~1t Yo olk(s) et

g2 = (BI1(k) + 21(k) ) ¢, [Ty (0) + (L — p) ATy (0) + Iy (0)A'}]ck.
Corollaire 3.2. Sous la conditionp| < 1, la conclusion du Théoren®1 est vérifiée avec

67 =7{25(p — 1%} {5+ 2a01(4 + afy) + a§y(10+ 4ad, + agy) + 203, (5 + 4afy + agy)
+agy(3+ 2aby)® + 2ag, (3+ 4agy + 3agy) + agy (4+ Aagy + Tagy) + 2ady (1 + agy + 3agy)
+ a8 (1+ 4ady) + ad (1 + ady) (1 + ao1 + a3, + a3y + ag)?},
£ ="7{4(p - 1)2}_1{2 + (1+afy + agy + agy + agy) (aby + 243, + agy) + 2a02(1 + agy) + aby(1+ ag)) ).

Par ailleurs, Bibi et Francq [3] ont étudié les propriétés asymptotiques de I'estimateur des MC pour le modéle (1)
avecmg, = 0. Dans Gautier [4] (Théoréme 3), on montre que, sous la condjioa 1, la variabley/n (a,x — aox)
a une distribution asymptotiqu& (0, ¥*), ol la matriceX* est donnée par Bibi et Francq [3] (sous-section 3.1).

3.2. Estimation par moindres carrés

Soientd = {(1),6(2),0(3), (4} = (m1, mo, a1, a2)’ un élément générique de et @* un sous-ensemble
compact de® qui contient un voisinage d#&. On définit un estimateur des MC comme toute solution mesurable
du probléme de minimisation

. _ 1<
bp=argmin0, (),  0n(®)=-> €, 4
t=1

ou les erreurs de prévision sont données &) = X; — my, — a5, (X,—1 — my,_,). En pratique, le calcul de
6, requiert des algorithmes d’optimisation numérique, comme les méthodes de gradients ou celle du ‘Downhill
Simplex’. La procédure des MC nécessite aussi la spécification d’une valeur initial® pouest possible de
prendre G R* ou I'estimateur de PE pour initialiser la procédure.

Le résultat ci-aprés donne le comportement asymptotiquﬁ@ (i1, Mp2, dnl, Gn2) .

Théoréme 3.3. Considérons le modélél) pour lequelé,, défini par (4), est un estimateur des MC dk.
Si |p| < 1, alors 6, 2% 6y et @, — 60) S N(©, %) quandn — oo, o & = J 111 avec I =
iM 1 00 Var{/710 @, (60) /86 } et J "= [im,— o0 320, (60)/(9696).
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La matrice de variance asymptotique est bloc-diagonaler = Diag{>1?, ¥22} ou ¥22 est diagonale, et
s’exprime en fonction degy, etz;. Nous ne reportons pas dans cette Note les expressions des élémErisule
des raisons de place.

3.3. Comparaison de la précision asymptotique

NotonsM; ; I'élément de la-éme ligne et de lg-eme colonne d'une matridd. Le Théoréme 3.4 montre que
le gain de précision asymptotique pour I'estimateur des MC comparé a I'estimateur de PE porte sur I'estimation
des parameétres de position.

Théoréme 3.4.Sous les hypothéses et les notations des Théorghe3.3 on aE,E}kl) < g,fn,:l ety @ = x*,

Remarque 1.Lorsquemgi = moz2 et ap1 = ap2 (cas a un seul régime), les deux approches sont asymptotique-

ment équivalentes : on E,flkl) = skznk‘l, ce qui correspond bien au résultat escompté. Par contre, I'inégalité du
Théoréme 3.4 devient stricte dés qug # ao2.

Le gain de précision asymptotique pour I'estimation des parameétres de position peut étre significatif. Par

exemple, poup = (1.0,0.0,0.9, ~0.9)', on trouvesZr; * = 100439 et X'} = 3.7838, 27, ! = 1.6545 et

2;}21) = 1.2915. Cette différence de précision asymptotique entre les deux estimateurs peut s’expliquer par le fait

que, pour les modéles ARMA & changements de régime périodiques, chaque régime posséde de I'information utile
aux autres régimes. Or, I'estimateur de &, fournit une estimation du parametrgy, basée uniquement sur les
données relatives au réginmeAinsi, seule une partie des observations est utilisée pour détermjpealors que

le calcul de I'estimateur des M@, s'appuie sur I'ensemble des observatioxs, ..., X,,).

Remarque 2.Dans le cas ou la variance des innovations du modeéle (1) n'est pas constante (cas hétéroscédastique
I'estimateur des MC ne présente plus de propriétés d’optimalité au sens du Théoréme 3.4. Il conviendrait alors de
considérer d’autres estimateurs, de type MC quasi-généralisés ou maximum de vraisemblance, qui integrent le
parameétres de nuisance dans leur critére (voir Azrak et Mélard [1], Basawa et Lund [2] ou Bibi et Francq [3]).

Le lecteur peut trouver dans Gautier [4] le résultat d’expériences de Monte Carlo menées afin d'étudier le
comportement des estimateurs a distance finie. Ces derniéres confirment la théorie asymptotique énoncée da
cette Note et la suprématie de I'estimateur des MC en termes de précision asymptotique.

Références

[1] R. Azrak, G. Mélard, Asymptotic properties of quasi-likelihood estimators for ARMA models with time-dependent coefficients, document
de travail, 2000.

[2] I.V. Basawa, R.B. Lund, Large sample properties of parameter estimates for periodic ARMA models, J. Time Ser. Anal. 22 (2001) 651-663.

[3] A. Bibi, C. Francq, Consistent and asymptotically normal estimators for cyclically time-dependent linear models, Ann. Inst. Statist. Math. 55
(2003) 41-68.

[4] A. Gautier, Asymptotic inefficiency of mean-correction on parameter estimation for a periodic first-order autoregressive model, document
de travail, http://gremars.univ-lille3.fr/~gautier/gautier_parma.ps, 2004.

[5] A.V. Vecchia, Periodic autoregressive-moving average (PARMA) modeling with applications to water resources, Water Resources Bull. 21
(1985) 721-730.



