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Résumé

Nous contruisons un modele simplg, Y) dans lequell est le complément dar®? d’un cone au-dessus d'un solénoide
vivant dans la sphére unit€®, tandis que I'applicatiory s'exprime en coordonnées «sphériques » garo) = (r2, o (9)),
ol o est une application solénoidale de degré deux. Nous montrons alors que pour tout polynéme CBmpIeXQZ +c
ayant un point fixe attractif il existe un> 0 pour lequel toutes les applications de Hénon complékgs: (7) — (P"(x;_“y)
vérifiant O< |a| < € sont topologiquement conjuguées au modgleY). Pour citer cet article: S. Bonnot, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abstract

A topological model for a class of complex Hénon mappings. In order to describe the dynamics of the complex Hénon

mapHg . : (’y‘) [N (PC()‘Q—“y), whereP. 1z > z2 4 ¢ has an attractive fixed point, we build a topological magely). In this

modelY is the complement if®* of a cone over a solenoid lying in the unit 3-sphere, and — Y is a map given in spherical
coordinates by (r, 6) = (r2, o (0)), whereo is a solenoidal map of degree two. Then we prove the existence of a constént
such that any Hénon mafi, . with 0 < |a| < € is conjugate to our mode, Y). To cite thisarticle: S. Bonnot, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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1. Quelques rappels de dynamique holomor phe a plusieursvariables

1.1. Application de Hénon complexe

x24c—ay
X

L'application de Hénon complex#l,, . (“;) — (
jacobiena. Litération de cette application crée naturellement les ensembles invariants suivants :

k=) ()

et également/t =C2 — KT, ainsique/ T =K.

) est un biholomorphisme d&2 dans lui-méme, de

ne tend pas vers oo},
neN

1.2. Aspect perturbatif

Lorsquela| est proche de zérd{, . apparait comme une petite perturbation du polynédme quadrabigue—
z? + ¢. De fait, quand le paraméteeest dans la grande cardioide de I'ensemble de MandelBrqipsséde un
point fixe attractif qui persiste pour des applicatidiig. avec un jacobiem assez petit. Le bassin d’attraction
de ce point fixep, noté W* (p), est un domaine de Fatou—-Bieberbach, biholomorpB8 tout entier. Fornaess et
Sibony [2] ont montré que I'on dispose alors d’'une partition

CP=Ww*(p)uJtuur.

Toujours dans le cas d'une petite perturbation d’'un polynbme avec un point fixe attractif, Hubbard et Oberste-
Vorth [5] montrent que/ * est une variété topologique homéomorphe a une 3-sphére privée d’'un solénoide.

2. Description du modéle
2.1. Applications solénoidales de degré deux

Dans le tore plei = S1 x D, ou D est le disque unité fermé, on considére I'application solénotdale— T
définie par

o @) (2 2 4ol
- 4 b 2 ;_ 9
oU« est choisi assez petit, de sorte que I'application soit injective. Elle envoie le tore plein dans un tore plein plus
fin qui fait deux tours dans le précédent. Dans Hubbard et Oberste-Vorth [4], il est prouséggiend en un

homéomorphismé : $2 — 3, et que de plus, si I'on note~ = $3\ 'T' alorsé ~1:T— — T~ est conjuguée a.
On appelle alors™ =), q0"(T) et ¥~ =(",5,6 "(T") les deux solénoides invariants obtenus par itération
en avant et en arriére.

2.2. Modéle topologique

On munitR* de ses coordonnées polaies?) ot r € R* etd € $3, et on considére I'applicatiog: (r, 0) —
(r?,5(6)).

De plus on définit cone ) = {(r,0) | r > 1,6 € X~}. Si l'on noteY = R* — cOng X ~), on remarque que
g préserveY et que sa restriction # est un homéomorphisme. On appetiedéle de I'application de Hénde
couple(g, Y).
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3. Théoréme de conjugaison
Notre théoréme central est le suivant :

Théoreme 3.1. Pour toutc dans la cardioid€ de I'ensemble de Mandelbrot, il existe- O tel que pour toutt € C
vérifiant0 < |a| < ¢, alors il existe un homéomorphisrheC? — ¥ qui conjugueH, . ag:Y — Y.

3.1. Structure de la preuve

On utilise comme pivot central le théoréme obtenu par Hubbard et Oberste-Vorth dans [5] et qui montre que
H, . est conjuguée au modele dans. Plus précisément on utilise ce lemme :

Lemme 3.2 (Hubbard, Oberste-VorthPour toutc € C et pour toutrR > 0, il existee > O tel que si0 < |a| < ¢, |l
existe un homéomorphisme J* N {|y| < R} — T qui conjugueH, . ao.

Ensuite, on cherche & étendre cette conjugaison & un voisinage tuliilamenéomorphe & x [0, 1] qui soit
a cheval suw* (p) et surU™. Cette étape est nécessaire si I'on veut que les conjugaisons construités'dans
dansW*(p) se raccordent bien. Elle est de loin la plus difficile gdra une structure trés compliquée, « fractale »,
et est trés loin d'étre une variété différentiable possédant un fibré normal. La construction du voisinage tubulaire
est détaillée plus loin.

Les étapes suivantes sont naturellement dictées par la partitiof eie trois parties.

3.1.1. Coordonnées adaptées dams
On remarque tout d’abord que pouassez grand, on a

Ut =JH;"(Vir) ouvi(n = {(’;) eC? ‘ x| >, |y| < |x|}.

n=>0

On peut faire en sorte que le bord du voisinage tubul&irgenne s'appuyer sur * (r). Il suffit alors de trouver
des coordonnées adaptées dans ce qui est facilité par I'existence d’une fonction analytigue: V*(r) —
C — D qui vérifie I'équation fonctionnelle¢™ o H, . = (¢7)? et qui peut s'étendre W N U ™.

3.1.2. Coordonnées adaptées dans(p)

On s’arrange pour que le voisinage tubuldivevienne s’appuyer dan#’* (p) sur le bord d'un bidisqués tel
que H, .(B) C B. Puis on montre qu# — H, .(B) est une «coquille sphérique », homéomorph$® & [0, 1].
CommeW est muni de coordonnées adaptées, il en va de méme pour sonkinad@) qui intersecte la coquille
sphérique : par conséquent il reste a ajuster la construction pour faire coincider ces deux systémes de coordonnée
Pour cela, on démontre qu¥— (H, .(B) U H, .(W)) est homéomorphe® x [0, 1], puis on utilise un théoreme
de topologie en dimension trois di a A. Hatcher [3] qui dit que HoMg®] aT) a le type d’homotopie d’'un point,
ce qui nous permet de déformer continment notre trivialisation afin de I'ajuster.

3.2. Point-clé de la démonstration

Théor eme 3.3 (Conjugaison dans le voisinage tubulai¥g. Pour toutc € C et pour toutR > 0, il existee > 0 tel
que, pour tout a aved < |a| < ¢, il existe un compact W et un homéomorphistneV — C? tels que:

() wnJt=J"n{ly|<R};
(i) ©WNJT)={0} x T «O redresse/* »;
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(i) W)= [%, 2] x T ¢ R* « W est un voisinage tubulaire de&" N {|y| < R} »;
(iv) © conjugueH, . avec I'application g du modéle.

3.2.1. Trame de la démonstration
Pour c fixé, on considére un anned() autour de I'ensemble de Julia du polynéme quadratiqug.. On
pose aloré/ = A(c) x Dg. Dans [2] Fornaess et Sibony démontrent que

Uy ={(x,y) el; H(x,y) €U}

est une suite d’ensembles homéomorphes au pro#initeaux Disque et dont l'intersection est]fer =
JT N {ly| < R}. lls montrent également que,;* est feuilleté par des disques analytiques presque verticaux qui
sont les graphes de fonctions analytiqgds, y). Grace a ce feuilletage ils montrent que la tranche horizontale
JT N {y = yo} s'obtient a partir de la tranch&™ N {y = 0} par un mouvement holomorphe consistant a glisser le
long de ces disques.

A partir de la, on construit notre voisinage tubulaire en deux étapes : on commence par fabriquer les tores pleins
©~1({s} x T), puis on construit les segments radia@x*([3, 2] x {6}).

3.2.2. Feuilletage dé&f par des tores pleins

Il s’agit de montrer que la réunioXi = J,‘; U Un>o dverdt, est faite de disques analytiques presque verticaux, qui
permettent d’obteniX N (y = yp) par un mouvement holomorphe a partirxie) (y = 0). On étend ce mouvement
dans la tranch& — U4, a I'aide du théoréme de Bers—Royden [1]. Puis on itére en arriére cette tranche pour remplir
toutl. A ce stade on a mudi d’'une coordonnée radiale

3.2.3. Feuilletage dé&f par des segments radiaux

Pour définir la coordonnée angulaire, on utilise a nouveau la théorie des mouvements holomorphes. On remarqu
queld — H, .(U4) est un fibré localement trivial, de base I'annetit) et de fibre un disque privé de deux disques.
Or le bord horizontal d& — H, (i) est naturellement feuilleté par les anneai(x) x {yo} et leurs images, ce qui
permet de définir un autre mouvement holomorphe que I'on peut également étendre. On étend cette coordonnée
tout!d — (), H,'w(U), puis par continuité a towf.

,C

3.3. Remarques et questions ouvertes

La conjugaison obtenue ne peut pas étre rendue différentiable, comme on le voit en linéarisant les applications
au niveau du point fixe attractif. On peut sans doute améliorer la régularité de la conjugaison, car une grande partie
de notre construction est quasi-conforme. Notre démonstration devrait également s’étendre sans trop de difficulté
a des applications de Hénon de degré supérieur. Enfin, il serait intéressant d’avoir une idée de la taitteded:
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