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Résumé

Dans cette Note on généralise les mesures de Wigner a deux échelles au cas de sous-variétés plus générales que les sc
variétés symplectiques ou involutives pour lesquelles elles ont été introduites. On s’intéresse a I'étude de la concentration d’une
famille bornée dé.2(R?) sur une sous-variété de I'espace cotangéiit? telle que la forme symplectique restreinte au tangent
a cette sous-variété est de rang constaodr citer cet article: C. Fermanian Kammerer, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340
(2005).
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Abstract

Two scale analysis of a bounded family in L2 on a submanifold of the phase space. In this Note, we investigate the
generalization of two-scale Wigner measure to the case of submanifolds more general than symplectic and involutive ones for
which they have been defined. We study the concentration of a bounded famﬁym#) on a submanifold of the cotangent
spaceT*R? for which the restriction of the symplectic form to its tangent space is of constant Tardite this article:

C. Fermanian Kammerer, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abridged English version

In recent works, two-scale Wigner measures have proved their usefulness in different contexts: (e.g. [12] ou
[2-5]). Our aim here is to generalize the approach performed for involutive and for symplectic submanifolds (in
[4] and [2,3] respectively) to more general ones.

Adresse e-mail : Clotilde.Fermanian@math.u-cergy.fr (C. Fermanian Kammerer).

1631-073X/$ — see front mattér 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2005.01.002



270 C. Fermanian Kammerer / C. R. Acad. ci. Paris, Ser. | 340 (2005) 269-274

Wgner measures. Let us recall that for studying oscillations at the sc#lef a bounded familyy") in L2(RY),
one can use semi-classical pseudo-differential test operajau)owhich is the operator of symbal e C3° R x
RY), the kernel of which is(x, y) = [paa(*5>, hg)ei(x‘>‘)'5(2dTS),,. Then, a Wigner measure (also called semi-

classical measure) @f/") is a positive Radon measureon T*R¢, which readst € M (T*R?) such that there

existshy, hy — 0,
k—+o00

Va e CF(RY x RY),  (op,, (@y"* | whk)k—+> /a(x,f)d,u.

These measures first appear in [9,6,7,11]. The name of Wigner measures refers to the Wigner trarigfoyrofof
which u is a limit point inD’ (cf. [8]).

Concentration on a submanifold of 7*R?. We consider a codimensidrsubmanifoldZ of the cotangent space
T*R? such that the restriction of the symplectic fosm= d& Adx to T L is of constant rank. By the Theorem 21.2.4
of Hérmander [10] there exists local coordinatess) = (x’, x”, x"; &', ", ") on T*R¢ andk € N such that

L={x'"=0,x"=¢"=0} withx' eRFx", & eRPandp +k=1.
We study the concentration 6§") on L at the scale (h), (h) > h by use of the two-scaled operators

of-on(o{o1 )

where the symbola belong to the clasgl; of functions such that:

a € CP(RY x RY x RY), there exist a compact K C RY x R{ such that for all 6 € R/, a(-,-,6) € C°(K) and a
function homogeneous of degree 0in 6 such that a(x, &, R6) e doo(x,&,60) INC™.
—+00

For vh < e(h), the use of the scaling operatdr: f — (vh)4/2f(+/h-) and of the Calderon—Vaillancourt
theorem applied t@ opff) (a)T* give the boundedness ofﬁha) on L2(R%).

Two-scale Wigner measures. We associate withL its tangent bundlel’'L and its normal bundleV(L) =
T(T*R%)/TL. Quotienting the fibres o (L) by the action ofR** through dilations, we get the normal bun-
dle in sphereS(L). We setV (L) =TLN(TL)* andX (L) =TLY/V(L).

Consider now a trace-class operatbon L2(R?) with kernelk4. Its Weyl symboln 4 is a function onR??
such thatA =mY (z, D;) (m4 is the Wigner transform of,).

Let X (R27) be the vector space consisting on functions which are Weyl symbols of trace class operators on
L?(RP). One can define the bundE(X (L)) of which the fibre above € L is 2(X(L)|p). Indeed, ifx is a
canonical transform of *R¢, « induces a linear change of coordinateso(T *R?),, and thus onX(L),. The
Fourier integral operator associated with this linear transform is the conjugation by a unitary operator which pre-
serves the trace class.

We denote byM (V (L), X (X (L))) the set of measures dn(L) valued onX' (X (L)):

if me M(V(L), 2(X(L))), Vis an open setwhete = {x' =0, x” =£” = 0} anda € C5°(V), ¢ € C (RF),

(agp, m) = / a(0,0, x5 &,0, "¢ () m(dx", d&', d&”. dy, z, )

is the Wigner symbol of a trace class operator/GiiR?). Moreover, if forag > 0, (a¢, m)(z, D) is a positive
self-adjoint operator, one says thatis positive, which reads € M+ (V (L), X (X (L))).

Theorem 0.1. 1st cases(h) ~ +/h. There exist hy, hy B 0,ve MH(SL) andm e MT(V(L), Z(X(L)))
—+00
such that for any open set V where L = {x' =0, x”" = &” =0} and for all a € A; supportedin V,
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@ b JCRRIR-0)
(opy, @¥™ ¥ ")k:oo/ “”(x’g’ |(x’,x",s">|)d“

+ / aoo(x,é,w)dv—i—Tr(/ aw(x,é,y,z,DZ)dmw(z,DZ)>.

S(L) V(L)
2nd cases(h) > «/h. There exist hy, hi R 0,ve MT(S(L)) andm € MT(N(L)) such that for any open
— 400
set Vwhere L ={x’' =0, x” =&"” =0} and for all a € A; supportedin V),
(x/ x// s//)

(2) h h ot 05 T
(Ophk @y | k)k—>—+>ooL[ oo <x,:‘§, I/, x", €|

)d,u+/aoo(x,§,w)dv+ f a(x,&,0)dm.
S(L)

N(L)

In both cases, i isa Wgner measure of ().
We give below a sketch of the proof and we discuss properties of these measures.
1. Introduction

Dans des travaux récents, les mesures de Wigner a deux échelles ont prouvé leur utilité dans différents contextes
équation de Schrddinger avec interface [12] et étude des croisements de valeurs propres [2-5]. Etant donnée ur
suite uniformément bornée de® oscillant a I'échelle 1/, ces mesures caractérisent dans un espace des phases
2-microlocal, sa concentration a une échelle), i < e(h), sur une sous-variété de I'espace des phases. Le cas des
sous-variétés involutives et symplectiques est traité dans [12,4] et [2,3] respectivement : nous étudions ici commen
cette approche se généralise a d’autres sous-variétés.

2. Mesuresde Wigner

Lorsque (¥") est une famille uniformément bornée dé(R%), on étudie ses oscillations a I’échel;!een
testani(y/") contre des opérateurs pseudo-différentiels semi-classiqyés)aont le noyaw (x, y) dépend de leur
symbolea € CF (R x R?) suivantk(x, y) = [pa a(*5>, h&) ei(x—y)'s(zi—id. Une mesure de Wigner (ou mesure
semi-classique) déy”) est alors une mesure de Radon positiveltisx R? — on noterau € M+ (RY x R?) —

pour laquelle il existe une suite,, iy — 0, telle que
k— 400

Va € CP R x RY), (Ophk(a)lﬂhk | whk) — /a(x,é)du.

k—+

Ces mesures ont été d’'abord introduites dans [9,6,7] et [11]. Le nom de mesures de Wigner fait référence a lz
transformée de Wigner de/") dontu est une valeur d’adhérence (cf. [8]).

L'espace cotangent ®¢, T*R?, muni de la 2-former = dé A dx est un espace symplectique. Le théoréme
d’Egorov implique l'invariance de la mesugepar les transformations canoniques, c’est-a-dire par les changements
de variables préservant la forme symplectique. La megs@st donc une mesure siitR? et décrit dans cet espace
les obstructions & la convergence forte(gé).

3. Concentration sur une sous-variété de I’ espace cotangent

Soit (¥") une famille dont la mesure semi-classique charge une sous-vard@&odimensior de 7*R?. On
suppose qu'il existé € N tel queT L N (T L)+ est une sous-variété de dimensigri.e.

VpeL, dim(TL,N(TL),)=k.
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Larestriction de la forme symplectiquea T L est alors de rang constant 2 (I + k). Les exemples classiques sont

les sous-variétés symplectiqués= 0), involutives(k = [ = codimL) et isotropegk = 2d — [ = dim L). Pour une

telle sous-variété, le Théoréme 21.2.4 de Hérmander [10] assure I'existence d'un systéme de coordonnées locale
(x, é) — (x/’ x//, x///’ 5/7 %-//’ SW) SUI’T*Rd telles que

L={x'=0,x"=¢"=0} avecx' eRF, x" &’ cRet2p+k=1I.

Pour étudier la concentration d¢") sur L & I'échelles(h), £(h) > h, on fait un zoom a I'échelle(h) prés deL
en utilisant la famille d’opérateurs tests a deux échelles

)

ou le symbole: appartient a la classd; des symboles tels que :

a € C(RY x RY x RY), il existe un compact K C RY x R{ tel que pour tout 6 € R!, a(-, -,6) € C3°(K) et une
fonction homogéne de degré 0 en 6 telleque a(x, &, R@)R—> doo(x, &,0) dansC™.
—+00

L'utilisation de I'opérateur de changement d'échelle f — (vVh)¥/?f(v/h-) et le théoréme de Calderon—
Vaillancourt appliqué a I'opératedt opﬁlz) (a)T* donnent le caractére borné dif de 0;512) (a) pourvu quevh <
&(h) ou bien queL soit involutive eth < (k). Nous nous intéressons au 6ds < ¢(h), le cas des autres échelles
pour des involutives étant traité dans [1] et [4].

4. Mesures semi-classiques a deux échelles

On associe i son fibré tangenT' L et son fibré normaN (L) = T(T*R%)/T L dont la fibre au-dessus d’un
point p € L est donnée paN (L), = T(T*R%),,/TL|,. En quotientant cette fibre par I'action & par les
homothéties, on obtient la fib®(L)|, = R*T\T(T*R%),,/TL,, du fibré normal en sphé(L). Enfin, on pose
V(Ly=TLN(TL)* etX(L)=TL"Y/V(L). Remarquons que i est involutive,V (L) = T L+ et X (L) = {0} et
que siL est symplectiquey (L) = {0} et X (L) = TL*.

Considérons maintenant un opérateur a traserr L2(R”) de noyauk, . Son symbole de Weyl est une fonction
m4 deR? telle queA = m' (z, D;) (on choisit la aussi la quantification de Weyl) et tendant vers 0 a l'infini. Cette
fonctionm 4 est la transformée de Wigner du noyau

Soit X (R?7) le sous-espace vectoriel dg(R??) des fonctions qui sont des symboles de Weyl d’opérateurs
a trace del.2(R”). On peut alors définir le fibré& (X (L)) dont la fibre au-dessus d’un poipte L est I'espace
vectoriel ¥ (X (L),). En effet, sik est une transformation canonique HER?, « induit un changement linéaire
de coordonnées sar(T*R%),, et donc sutX (L)|,. L'opérateur intégral de Fourier associé a cette transformation
canonique linéaire est alors la conjugaison par un opérateur unitaire, ce qui préserve le caraatéred’'un

opérateur.

Nous allons utiliser des mesures $U¢L) a valeurs danst' (X (L)) ; nous noterons\(V (L), X (X (L))) I'es-
pace de tels objets : 81 € M(V(L), £(X(L))), V estun ouvert oll = {x' =0, x" =£" =0} eta € C(V),
¢ € C&(RY),

(a¢,m>=/a(0, 0,x":&",0,6")p(y)ym(dx™, &', dt”, dy. z,¢)

est le symbole de Wigner d’un opérateur a tracelSUR?). De plus, si< a¢, m > (z, D,) est un opérateur auto-
adjoint positif pourz¢ > 0, on dira quen est positive, ce que I'on noterae M+ (V (L), X (X (L))). Par ailleurs,

il faut noter que dans le cas duest involutive, la structure opératorielle de ces objets disparait et on se retrouve
avec des mesures de Radon usuelles.
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Théoréme 4.1. 1°' cas :e(h) ~ vh. Il existe une suite iy, hkk—> 0, deux mesures v € MT(S(L)) et m €
— 400

MT(V(L), (X (L))) telles pour tout ouvert V oll L = {x’ = 0,x” = &” = 0} et pour tout a € 4; a support
dansV,

@ (gl |y AT ED)
(Ophk (@Y™ |y k) k_:)mlaoo<x’g’ |(x/’x”’§_”)|>d/1«

+ f aoo(x,é,w)dv—l—Tr(/ aw(x,f,y,z,DZ)dmw(z,DZ)>.

S(L) V(L)
2€Me cas :o(h) > . |l existe une stite Ay, hkk—> 0,ve MT(S(L)) etm e MT(N(L)) telles que pour
—+00
tout ouvert Vou L = {x’ =0, x” = &” = 0} et pour tout a € A; a support dansV,

(Op](’li)(a)whk | I/fhk) /aoo<x’§ (x e ’é ) )dM+ / aOO(xvésw)dv—i_ / a(xvsse)dm'
k——+o00
Lc

X EN)
S(L) N(L)
Dans les deux cas, 1« est une mesure semi-classique de (y").

Il est possible de traiter des familles a valeurs vectorielles : on obtient des mesures matricielles en utilisant des
symboles matriciels dont les coefficients sont des fonctiond,de

Une autre approche consiste a utiliser directement un systeme d’équatidnsgde (g1, ..., g/) = O satis-
faisant des conditions de crochgh ,+i, gk+i} =1 pouri € {1,..., p} et{g;, g,} = 0 sinon, et de quantifier
les opérateurs a deux échelles er,‘ﬂip) =op,(a(x,é&, %)). La conditions (k) < +/h est alors nécessaire pour
que cette quantification définisse des opérateurs bornés et on doit travailler sous cette hypothése neéne si
involutive. On obtient alors le méme genre de résultats que dans [4] et [2,3].

5. Localisation et propagation

Enfin, si(y") est solution microlocalement d’un systéme d’e.d.p.(@py" = o(h), les mesures etm (comme
la mesureu) sont localisées au-dessusHe= {¢g = 0} et donc de/ = L N X'. Supposons que cette intersection est
transverse et que le champ hamiltonignassocié @ veérifie H, € TL ; alorsH, ¢ TL* etlafibrederJNTJ+
au-dessus dé est de dimensiok + 1. On peut donc considérer les mesurg®tm ; associées a la concentration
de (y") surJ aI'échelles(h). Compte tenu de I’identificatioﬂr(T*Rd)”/TI” ~TX/TJ, v apparait comme
une mesure subx(J) = R*"\T X/TJ identifiable av;. De méme, dans le cash) > /A, on identifiem a
une mesure suNx (J) = T X/ TJ identifiable &n ;. Lorsques (h) ~ «/h, I'égalité V(J) = V(L) + R H, permet
I'identification X (J) >~ X (L) et de lier ainsin am ;. De ce fait, si 'on chang& enL’ en conservanE N L' = J
avec une intersection transverse, on ne modifie pas les mesures a deux échelles. Enfin, on peut obtenir pour le
mesuregv, m) des équations de transport le long des trajectoires hamiltonienmes de

6. Preuvedu résultat

La preuve se fait en deux étapes. On démontre I'existence de ces mesures dans un systéeme de coordonné
locales puis on étudie leur invariance géométrique sous I'action de transformations canoniques.
Premiére éape: On remarque tout d’abord que&i est I'opérateur de changement d’échelle défini par

T.f(x', x", x"y = g(h)(kJrP)/zf(e(h)x’, e(x", x"),
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alorson a
T, op ()T} = 0p1<a (ax’, ex” x"; gs’, gg”, he" 1 x, gh—zs))

Soit xz(0) = X(%) une fonction de troncature, avec= 0, x(0) =1, x(8) =0 pour|f| > 1. PourR >0
(0p? @y [ 9") = (0 (axr @) ¥" | ¥") + (0B (a(L— xx@®))¥" | ¥") = (D + 2.

Sie(h) > +/h, cet opérateur est un opérateur pseudodifférentiel semi-classique avec trois petits parametees :
eth/e2. De plus,(axg) étant & support compact

h h h
T, Op](/ZZ)(aXR)Tg* h:OOpl((aXR)<O, 0,x"; ;E/, 0, gé/”; X', x", ;5”)) dansC(L?(RY)).

Le calcul symbolique a comme gairys? et la limite de(1) est décrite par une mesure semi-classigueur
RY x R4,
Si e(h) ~ +/h > on a alors affaire & des opérateurs pseudodifférentiels semi-classiques avec deux petits para-
metres f et+/h) & valeurs opérateur pseudo-différentiel 84¢R”). On remarque alors que la famil&, ") est
une famille uniformément bornée d(R> 7 L2(R”,))) et la mesure de Wigne¥ de cette famille permet de

x/ x>
décrire la limite dg1). Cette mesure si2/—? x R~ est & valeurs opérateur a trace 88¢(R?). Notre mesure
m est son symbole de Wigner.

On montre ensuite que lim sgp, ., limsup,_, ¢(2) ne dépend que de,, et est positive, ce qui permet de définir
la mesurey, vu que pour supporté en dehors de le résultat du Théoréme 4.1 est évident.

Deuxieme étape : On considére une transformation canonigueonservant les équations de On associe a
« un opérateur intégral de Fourier tel que pour @@t C*(RY x R?), K op,(a o k) K* = op,(a) + O(h?). Soit
N (k) la transformation induite par sur N (L), I'invariance géométrique de nos objets vient de I'égalité

Vae A (op? (ao N)y" | ¥") = (opP @Ky | Ky") +o(D).

A cet effet, on utilise un argument d’équations d’évolution comme dans [4]. Le cas d’'une transformation cano-
nique linéaire étant évident, on rekea une transformation linéaire par une famille réguliére de transformations
canoniquesc, et on déforme I'opérateuk en K, chacun des opérateuks; étant associé &;. On pose alors

vn(s) = Ksy" et on montre que si, vérifie & (a; o N(ky)) =0, alorsd—(i(opﬁlz)(as)vh(s) | v (s)) tend vers 0
uniformément pouk €]0, ko[ ets € [0, 1].
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