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Résumé

Pourn € N* et R > 0 on poseB? = {x € R" | |Ix]loo < R}. Soientn > 4 et R > 1. On construit une SuiteH ;) j>o de
Hamiltoniens analytiques sur un voisinage compléxgeT" x B, perturbations du Hamiltonienr) = 32+ +r2 )+
r, qui possedent des points pour lesquels le temps de dérive suivant les variables d'action est majorfép’agkyﬁ("—a,
olc > 0 est une constante f = || H; — h”CO(V)' Les orbites considérées passent preés de résonances doubles, le résultat est
donc presque optimal puisque I'exposant de stabilité pour de telles orbite®2est-12). Pour citer cet article: J.-P. Marco,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Instability times for perturbations of integrable analytic systems. For a positive integet andR > 0, we setBy, = {x €
R™ | |lxloo < R}. Givenn > 4 andR > 1 we construct a sequence of analytic perturbatidghs of the completely integrable

Hamiltoniani(r) = 32 + -+~ +r2_) +r, on'T" x B’%, with unstable orbits for which we can estimate the time of drift in

the action space. These functiolis are analytic on a fixed complex neighborhdéaf T" x B, and ife; := | H; — h||co(v)
the time of drift of these orbits is smaller than éx(i/e ;)1/2"=3)) for a fixed constant > 0. Our unstable orbits pass close
to a doubly resonant surface, so the result is almost optimal since the stability exponent for such orBits s2). To cite
thisarticle: J.-P. Marco, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abridged English version

We denote byN* the set of positive integers. Givene N*, we setBy = {x e R" | [ x|l < R} (Where|| [«
stands for the Sup norm)}” = R"/Z" and A" = T" x R". We endowA” with the angle -action coordinates
0= (01,...,0,)IinT", r = (r1,...,rp) INR", and the usual symplectic form. We et () = 2(rl +tr )and
h,, () = (rl + .+ r 1) +rn. We denote by (x) the action coordinate of a pointe A”. If H is a Hamiltonian
function on an open set éf”, we denote byp' its (local) timer flow. Consider an integer > 4 andR €1, +oo].
The purpose of this Note is to sketch the construction of a sequéhge;.o of analytic functions on a complex
neighborhood’ of T" x Bj, suchthat; := || H; h||Co(V) — 0 whenj — oo, for which there exists for eacha

pointz)) € A" and a timer; satisfyingr; < expc(+ )1/<2(" 3 and||r (@i (z1)) — r(z) |l = 1, wherec is

a positive constant. As the orbit of") passes close to double resonances, the usual estimates for the stability times
yield lower bounds for the instability times of the form > expc(1/¢;)Y2"=2), therefore our result is nearly
optimal.

Our construction is an evolution of the approach we developed in [6] for Gevrey Hamiltonian functions, the
main new difficulty is that we can no longer make use of compact supported functions. Our systems here are very
close to those introduced in [5] in order to exhibit examples of hyperbolic tori with nearly optimal splitting.

We need three different steps in order to obtain the functi@nsThe first and main one is the construction of

a sequence of analytic diffeomorphisifg,;),cn on A2, perturbations of the product maf, = P ariHeosor o

1.2 . . . . . . . .
@2"2, for which we can prove the existence of wandering points and estimate their speed of drift. To this end the
key idea is to use a shadowing lemma of Easton (see [1]). We already proved in [5] the existence of a transition
chain for 7, formed by heteroclinically connected invariant circl€s)cz, defined byC; = {(61,r1) = (0, 0),
ro = k/q} C A2, for which the heteroclinic poinb“X) € W= (Cy_1, F,) N WH(Ck, F,) is extremely close to
(91—2,1’1—2,92—0,1’2—/(/(1). _ _

Here we construct a sequence of bo&B&"X)),7 (images of windows), wittD-F) very neaiw@-X), such that
(F,)? (D) intersectsD*+1 in a convenient way. Easton’s lemma yields the existence of a péﬁhsuch
that (F,)*4 (¢ @) belongs to the boD@-X for eachk € Z. Sog? iterations ofF, make therp-coordinate of the
pomt;W) drift over an interval of length 1.

The next step is to use a coupling device, due to Herman, introduced in [6]. This enables us to construct a
sequence of mapg; defined on the annulu&”, n > 3, into which the previous dynamics may be embedded
in a convenient way: the wandering poirit¥’ of F4 give rise to wandering points”) for ¥;, for which ¢2
iterations of; produce a drift of length 1. The crucial remark is that these n¥gpare now perturbauons of the

diffeomorphismdﬁh[nl , Which is in action-angle form. The coupling technique is therefore used here as a key tool
for passing from a priori unstable systems (that is with order one hyperbolicityfljke the a priori stable case,
which is notoriously much more difficult. To be more precise, there exist a fixed complex neighbdrhafadl”

and a sequencd’; of integers tending teo such that||y; — q5h||co(U) < 1/sz, and which satisfy the relation

< expeN; Yin=2)

The f|naI step is to go back to the Hamiltonian formalism. Thanks to the previous estiméte-e” one
can use the analytic suspension theorem of Kuksin and Pdschel ([2]). This easily yields a sequence of analytic
Hamiltonian functiong H;), defined on a fixed complex strip and perturbations of syﬂ@zlof hi,.y» Such that
the system generated y; possesses the previous dlffeomorphmnas a Poincaré return map for a suitable
section, and the result follows (note the shift of one unit in the exponent).

1. Lerésultat principal

Pourn € N* on noteT” = R"/Z", et pourR > 0 on poseB = {x € R" | ||x|loc < R} (OU || ||co désigne la
norme Sup). Sp > 0, on noteV,(T" x Bj) le voisinage d’'épaisseyr de T" x B} dansC"/Z" x C", pour
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la distance produit. Sur 'anneaty’ = T" x R", muni des coordonnées angles-actiéns (64, ...,6,) € T",
r=(r1,...,rn) € R", et de sa structure symplectique canonique, on introduit les Hamiltohjg9 = %(rf +

o+ r2) ethy, (r) = (?+ - +7r? ;) +r,. Si H est un Hamiltonien sur un ouvert d¢, on note®' son flot
(local) au temps € R ; six € A", on noter (x) sa coordonnée d’action. Cette note présente I'essentiel de la preuve
du théoréme suivant.

Théoreme1.1. Soient: un entier> 4 et R €11, +oo[. Il existep > 0 et une suit€ H;) ;>0 de fonctions analytiques
surV =V, (T" x Bg), vérifiante; := | H; — k[l co(yy — 0si j — oo, telle que pour touy > 1il existe un point
7 € A" et un instantr; qui vérifient

1\ V@n-3)
Tj < expc<—>

= I CCE P T

ou ¢ est une constante positive.

Comme I'orbite du point) passe prés de résonances doubles, les estimations classiques des temps de stabilite
[4,7,6] donnent pout; une borne inférieure de la forme > expe(1/e;)Y/2"=2), e théoréme précédent est donc
presque optimal.

On construira d’abord une famille de difféomorphismeside perturbations de I'application intégrabfeinl,
avec des points errants et des estimations de leur temps de dérive. On en déduira facilement le théoréme par t
procédé de suspension analytiqgue. On trouvera dans [3] les preuves détaillées des résultats annoncés dans ce
Note.

2. Unesuite de difféomor phismes sur A2 avec des points errants

2.1. Onintroduit dans ce paragraphe une suite de difféomorphiéfMggcn surAZ, pour lesquels on montrera
I'existence de points errants par une méthode de fenétres due a Easton, qui permettra de plus d’estimer leur vitess
Ces difféomorphismes sont des perturbations de I'application

F, = @ 3UEHri)Hcosaoy _ g 3ri+cosny o (p%rzz’

obtenues en composaft. par le temps 1 d’'un Hamiltonien de petite norme analytique. On se donne une largeur
L . 1, N
d’analyticitéo > 0. Pour tout entieg on poseF, = ol "o F«, ou f(‘f)(el, 0) = fl(")(el)fz(ez), avec

9 61) = (sinop)s, quz['“‘q'], fz(ez):_l(z+sinzz(92+3>>
dro T 6

ou[ ] désigne la partie entiére. Commg est pair la fonctionf @ est bien définie sUF, et on vérifie I'inégalité
1 1 A - : ;
||gf(q)||c0(vg(An)) < ﬁllfznco(vg(An)). Il en résulte en particulier qué, est bien une perturbation dg, en

topologie analytique. Notons qqq(q), et donc aussf?’, ont un contact d'ordre, avec la fonction nulle sur la

surface{#, = 0}, alors quefl(‘”(%) =1 pour toutg. On renvoie a [5] pour une discussion sur le rﬁlef@‘é? et f>

dans la dynamique d&,. On choisitgg tel quev,, > 3 et on supposera partogit> . La largeurs sera choisie
a la fin, pour simplifier les estimations.

2.2. NotonsP(01,r1) = %rlz + cos 2r6; le Hamiltonien du pendule simple, Bt= ®*. Le difféomorphisme

F est le produit déP par I'application® 215 (62, r2) > (62 + r2,1r2). On noteO = (0, 0) le point fixe hyperbo-
lique de®”. Lanneaud = {0} x A est invariant et normalement hyperbolique p&ir
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@ . . .
Commey > qo, D4 it aun contact d’ordre: 2 avec l'identité le long dép, = 0}, doncF, etF, coincident sur
lanneauA, qui est encore invariant et normalement hyperbolique gui_eur restriction a4 est I'application

3’3 (apres identification canonique dé a A), elle laisse invariant chaque cercﬂgz) ={(01,r1) =0, rp=
rg} c A. Ces cercleé’rg sont partiellement hyperboliques pa#y, et les variétésWi(Crg, F,) sont analytiques

et Lagrangiennes dads’.

Pour un entieyy donné, nous nous intéressons ici a la s(@g, )rcz. On a montré dans [5] I'existence de points
hétéroclines pour ces cercles pour toutl existe un pointw@-* dansw - (Ck—=1)/g» Fq) N W™ (Cryq, Fy) tres
voisin dew (@-%) = = (01 = 2, r1=2,0,=0,r2=k/q), au sens ou il existe un entigret une constanté €10, 1[
vérifiant||w@* — @ @9 || < dVe pour tousy > g etk € Z. Les orbites instables que nous allons construire passent
successivement trés pres de chacun de ces points hétéroclines.

2.3. Soit M une variété de classe! de dimension, et soientd,, d, deux entiers positifs de sommae Une
(dy, dy)-fenétred valeurs dans/ est unC1-difféomorphisme d¢—1, 1] c R? dansM. SiD est une telle fenétre,
ses horizontales sont les applications partief¥s y,), y, € [-1, 1%, et ses verticales les applications partielles
D(yn, ), yn € [—1, 1]% ; on note enfiD = D([—1, 1]9) C M. SiC etD sont deuxd, d,)-fenétres, on dit qué
estalignéesur D lorsque pour tousy, € [—1, 1]% et y, € [—1, 1]%, la verticaleC(yy, -) et 'horizontaleD(-, y,)
sont transverses en un unique pairntérifianta = C(yy, x,) = D(x;,, y,) avecxy, € -1, 1[% etx, e]-1, 1[%.
Easton a montré dans [1] le lemme de I'ombre suivant.

Lemme2.1. Soit® un difféomorphismé® de M. On suppose qu'il existe une famillBy )z de (dy, d,)-fenétres
a valeurs dansV telles que pour touk € Z, la fenétre® o Dy soit alignée surDy1. Alors il existe un pointo
dansDq tel que®* (7o) soit dans 'image de la fenét®,, pourk < Z.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette partie :

Proposition 2.2. Il existeqo € N et une constanté € |0, 1] tels que pour tout entieg > qo, il existe une famille
(D@9), 7 de (2, 2)-fenétres & valeurs dans?, avecD*) c By, (w @k, d%), telle que chaque fenét(e, )7 o
D@k soit alignée surD@*+D || existe donc un point @ dans I'image deD@9 tel que||(]—"q)kq(§(‘1)) —

@@ < d¥ pourk e Z. En particulier,ra(F,) (¢ @) — ra(¢ @) > 1.

2.4. Esquissons la démonstration. Il est clair quesiérifie les hypotheses du lemme d’Easton, tout difféo-
morphismel assez proche d& en normeC? les vérifie encore. On va donc construire des fenétres qui s'aligneront
sous I'action d’une bonne approximation @g,)? en normeC?.

On exploite d’abord la forme particuliere de la fonctigffl” en introduisant une nouvelle fonctiqfi(’f) de
classeC®, nulle sur I'ensemblé|61]| < 8} égale af(‘” pour {|61 — %| < %}, et arbitrairement prolongée en une

fonction C* dans le complémentaire. On nof&” = f(‘f) ® f2 et F, le difffomorphisme obtenu en remplacant
f@ par f@ dans I'expression d&,. Nous allons définir des domaines qui permettent d’exploiter cette approxi-
mation.

Dans l'ouvertE = {|01] < 1, r1 > 2|sinz6,]} situé au-dessus de la séparatrice, introduisons les coordonnées
temps-énergi€r, 1) du pendule. Poutdy, 1) € £, on poseh = P(61,r1) et on définitt par @77 (61, r1) €
{61 = %}. Pourh > 1 donné on notd (k) la période de la solution d’énergiedu pendule, et on notdl = 71
linverse de la fonction ainsi définie. Poyre N* on poseh(?) = H(q) etT, = T'(h'?). Fixonsd €0, 1[ (dont le

choix sera précisé dans la suite), et notmﬁ@ le quadrilatére enveloppe ogexe des pointsly = (—d ", h? —
244 /T)), Az = (d", hDy, Az = (dVe, h'D + 2d%/Ty), et Ag = (—dVe, h'?). Notons que cet ensemble est
extrémement mince et presque horizontal, puisqu’on saitlgue % exp(2rq) lorsqueg — oo (la Fig. 1 est
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(2)
R, (q)
h h fS‘* ,
M & Az Ay i

T A3 Ap
q),%f(")(-s(‘?))

; o@D (@) (@)
Fig. 1. Les domaineR,”, ® 4 (Sy"7) etSy".

donc loin d’étre a I'échelle). On introduit enfin le poimt?’ = (0, 2?) dans les coordonnégs, &), et on pose
00 =aD x (0, k) € A2

PosonsR,, = R(q) x A. On vérifie que la restriction deF,)? aRY s'écrit S|mplementpq o Fd, et nous
allons simplifier encore et remplaceF,,)? par son jet d’ordre 1 au poia-X). On vérifie que

1 7(q) 20 #(q)
Pan@17" o FY = [72, @ T 1 o PO x [1E 1) (#7720 (@3F)7)]
Les fenétres que nous allons définir seront donc aussi des produits. Commencons par le second facteur, et noto

1
Sy = XELES (dﬁ%’%)q. Sio, (62, r2) = (62, gr2), on vérifie la relation de conjugaisdfy = oq_l oS100y, etlesjets

sont donc aussi conjugués par. On vérifie aussi que la dérivée €l k/g) de Sy possede deux valeurs propres

réelles négatives. vérifiant|A,| < 1 < |A_]|, on noteeL deux vecteurs propres associés. Ale@ = o(;l(ei)
sont deux vecteurs propres 8g associés aux mémes valeurs propres. On introduit la fenétre linéaire définie par

k
DY (x ™, V) = (o, —) +d" 1 (xPep +xVe), ™ x)e[-1,177,
q

il est clair que la fenetr{al(0 k/q )(8 )] o D(" ) est alignée SL(D(q k4D
Passons maintenant au premier facteur. On introduyit [8)- fenetreDi") définie pangq) (x) =@M dva, h@ 4
x® — xHg v /T)), x™, x® e [—1, 1]2, dont I'image est le quadrilater'?. Limage de la fenétre com-
poseeJ o (P9) o D(‘” est I'enveloppe corexe des pointsd] = (d, h'@ — 2d¥1/T)), Ay = (d", h@D)y,
AL = (—d™, hD + 2d”q/Tq), etA, = (—d", K@), et les images de ses verticales sont maintenant presque

K 7(q)
paralleles a I'axe des. Notonskx = f>(0) < 0. Leffet de Jal(q) (D g1 ) est ensuite de «tourner I'axe hori-
zontal» d’'un angle de tangentec v, /g dans les coordonne€s, ¢). Il est alors clair que la fenétre composée

1 (pih” @ T, @)
[Ja@ (@3’ oP?)] oDy estalignée sub; .

Revenons au systéme total. Il résulte facilement de la construction précédente que la composée par I'applicatiol
N @17 o 1) de la fendtrep@h) = D x DY est alignée sub@-*+1. Comme le choix d'une largeur
d’'analyticitéo assez petite permet de négliger les terahespar rapport a 1g, et comme les termes d’ordpe 2
que nous avons négligés en considérant les parties affines sont de@bmagorée par/ 2’ , on peut montrer que
(F)? 0 DM est encore alignée s@?-*+V pouro bien choisi.

Il faut enfin justifier la validité de I'approximation dgF,)? par (]_—'q)‘f. Pour cela on utilise un théoréme de

conjugaison a la Sternberg au voisinage de la variété normalement hyperhéliGuemontre que les applications
Fq et Fy sontC2-conjuguées dans un vmsmageﬂelndependant de, au moyen d'un difffomorphisme dont
I ecart a l'identité est en normé? majorée par s, ot ¢ €10, 1[ est une constante bien choisie. En transportant
cette conjugaison au voisinage des domaines precedents on voit que les appliEations)?~ Let(F,)?y sont
conjuguées par deux difféomorphismes dont I'écart & I'identité en n6Hest encore d’ordre“s, olic € 1¢, 1[. Il
suffit ?I(zrslde choisir la constandeprécédente dans l'intervalle, 1[ pour conclure quér,)? o D(q k) est alignée
surD@k+D),
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3. Couplage, difféomorphismessur A” et suspension

Dans cette section, on plonge la dynamique précédente dans une famille de perturbaﬂﬁ‘fé,deut en
conservant ses points errants et les estimations sur leur temps de dérive. La clef de la construction est un lemme ¢
couplage trés simple, introduit et démontré dans [6].

Lemme 3.1. Soientn etm’ deux entiers> 1. Soient deux difféomorphismgset G de A™ et A’ respectivement,
et un pointa € A" N-periodique pourG. Soientf : A" — R et g: A" — R deux Hamiltoniens définissant des
champs de vecteurs complets. On supposegquérifie les conditions de synchronisation suivangés) = 1;
g(GK)=0,1<k<N—1;dg(G*(a)) =0, 0<k <N.Alors, si¥ = F x G, on a l'égalité ¥V (x,a) =
(@ o FN(x), a) pour toutx € A.

On note(p;);>1 la suite des entiers premiers consécutifs, et on Pose p;_(,—3) pj—n—4) - -- p;. On utili-
sera une suite d'entiegs; définis parg; = N;‘ [1+expdro(n — 2)pj]2. On va appliquer le lemme de couplage

1..2 2 2

aux difféomorphismes = @ 21T+ IN)COSZOL o ¢ _ 303++7)  de A2 et A"2 respectivement, avec
N = Nj, le role def étant joué par la fonctioglj—_f(qf). Le point N;-periodique su\"~2 seraa’) = (0, 7))
avect) = (1/p;—w-3), ..., 1/p;). ll reste donc a construire une fonctigh’ qui vérifie les conditions de syn-
chronisation du lemme. Pour cela, comme dans [6], on introduit pour chaque eptiérla fonction analytique
np:T — R définie parn,(®) = (% Zf;ol cos 2r£6)? et on pose ensuite) (#s, ..., 0,) = géj)(eg) g6,
avec gl.(j)(O,') = Np;_w_®) pour 3<i < n. On voit facilement quez’) vérifie les conditions du lemme
poura'”), et que sa norme analytique Vérifig"") || oy, (4ny, < €720,

Posons maintenamt; = ¢ /45" o o 2EHHDHAND COSTOL o0 o) — f4) @ ¢, Le lemme de cou-
plage montre immédiatement que la sous-vaiété = A2 x {a\/)} est invariante paf¥;)"7, et que la restriction
(pj de(le)Nf Ay vérifie (Dj — ¢(1/qj)f‘(‘1.i) o ((p%(rlz-}—rzz)-ﬁ-(l/Nj?) COSZ‘[@]_)N]-.

Si maintenant on notey I'homothétie (61, 62, 1, r2) — (61, 62, Nr1, Nr2) sur A2, il est facile de montrer
que®; etF, /y, sont conjugués pary; : ®; = cr,(,jl o Fy;/N; 0 o, . On en déduit que I'actiorp du pointu/) =

01;]_1(;(%/"’1)) subit une dérive d’ordre 1 apr@%/Nj itérations dep ;. L'actionr, du pointz) = (u?, a)) € A"
subit donc la méme dérive sous l'action ql% itérations de¥;. De plus, les estimationgl) et (2) entrainent
||q—1/S(f)||Co(Vg(An)) < l/N/?. On en déduit facilement quigl; — di%’zuco(va,w)) < 1/NJ.2 pouro’ assez petit, et

le lemme de suspension analytique de [2] montre alors I'existence d’'un Hamiltﬁ@qiesmlrA’“rl vérifiant les
hypothéses du théoréme, analytique Bprpour unp < ¢’ bien choisi.
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