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Résumé

Onsuppose qued p < g <+o0o,1/p <s —[s] <1let[s] > 1. Sif etg sont des fonctions de I'espace de Beﬁﬁ;ﬂ (R),

telles queg soit a valeurs réelles et qug(0) = 0, alors la fonction composég o g appartient éB;;q(]R). Pour citer cet
article: G. Bourdaud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract
A composition property in the spaceH®. Let us assume thatd p < g < 400, 1/p <s —[s] <1, and[s] > 1. If f andg
are functions in the Besov spaﬂéjq(R), such thag is real valued and such thgi{0) = 0, then the composed functigho g

belongs toB), (R). To citethisarticle: G. Bourdaud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et principaux résultats

On se propose d'établir que I'espace de SobdEyR) est essentiellement stable par composition/& 4
s —[s] < 1et[s] > 1. Onaplus précisémeifto g € H*(R) des quef etg appartiennent &*(R) et quef(0) =0
(cette restriction concernant disparaissant si on se place dai$. ou dans I'espacé/® du cercle unité). La
propriété de composition n’est pas spécifique aux normes delf§pelle est vérifiée également dans une large
classe d’espaces de Besov.
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Théoreme 1.1. Soient L < p<g < +oo et m + (1/p) <s <m + 1, pour un entier m > 1. Pour toute fonction

f € By (R) telleque £(0) =0, et toute fonction g € B, (R), avaleursréelles, ona f o g € B,?(R). Deplusil
existe une constante ¢ = c(s, p, g) > O telleque

s—(1,

1/ 0 8llgyemy < llf Moty (1 gl gyo )" (1)

Corollaire 1.2. Sousles hypotheses du Théoréme 1.1, si lesfonctions f1 et f>, a valeursréelles, appartiennent a
By (R)joc, il en est de méme pour fi o fa.

Corollaire 1.3. Sousles hypothésesdu Théoréme 1.1, si lesfonctions f1 et f> appartiennent a Bf,’q(Sl, sh,ilen
est de méme pour f1 o f2.

2. Résultats préparatoires

2.1. Une norme alternative dans|’ espace de Besov surcritique

Si f est une fonction localement intégrable 8yron définit le module de continuité
1/p
Qp(f,1) = (/ sup| f(x +h) — f(x)|pdx> ,
|h|<t
R

pourt > 0. Suivant Triebel [6, Théoréme 3.5.3, p. 194], on dispose de la caractérisation suivante :

Proposition2.1.9 p > 1,1/p <s < letg € [1, +oc], alorsunefonction f appartienta B, (R) s et seulement

s
co 1/q
2,(f,0\d
i+ ([(2E2)'4) 7 <
0

De plus |’ expression ci-dessus est équivalente a la norme || f ||B;;f' ®)-
2.2. Espaces de Besov et p-variation

Si g est une fonction définie sur la droite réelleket 0, on notew, (g, h) la borne supérieure des nombres
"Y1 1g(m) — g(r—1)|7)Y?, pour toutes les suites < 11 < - - - < 1y telles quey — 1 < h, pourk=1,..., N.

Proposition 2.2. Pourtousp > 1,1/p <s < 1,q € [1, +o0], il existec = ¢(s, p, q) > Otel que

T rw, (. m\7dn\ "
p ’ . s,.q9
(/(m) 7) <C||g||3;,~‘1(ﬂg)s Vg e Bp (R). (2)
0
Preuve.D’apres le théoreme de plongement de Peetre [4, Théoréme 5], il exist€p) > 0 tel que
supw, (g, h) <cligll ,1/pa - 3)
h>0 b Bp, ®)
On dispose par ailleurs de I'estimation
suph P, (g, h) < ligllwirg)- (4)

h>0
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Si on définitd € 10, 1] par 'égalitéd (1 — (1/p)) = s — (1/p), on aBy4 (R) = (By "' (R), WLP (R))4 , (voir par
exemple [1]). Des lors I'estimation (2) est une conséquence de (3) et4).

2.3. Espacesde Besov sur le cercle

Définition 2.3. Une fonctionf : S — C appartient éBf,’q(Sl) si la fonction périodique — f(€*) appartient &
B, (R)joc. On noteB, (S, 1) I'ensemble des fonctiong € B, (S?) telles quel £ (z)| = 1 pour toutz € St

Toute fonction der,’q(Sl, S1) peut étre relevée en une fonctionEelansR, appartenant & I'espace de Besov
local correspondant. On a plus précisétia proposition suivante (voir [5]).

Proposition 2.4. Soit s > 1/p, ous = 1/p et ¢ = 1. Pour toute fonction f € B, ?(S%, $1), il existe une fonction
g € By (R)ioc, avaleursréelles, telle que f(€%) = €8™) pour tout x € R.

3. Preuve du Théoréeme 1.1

On se limitera au cam = 1, le cas général s'en déduisant facilement grace au faiB@;ﬁeIR{) est une algebre
de Banach pous > 1/p. On exploitera les mémes idées que dans le cas limitel + (1/p) (voir [4, Théo-
réme 7]). On suppose queest une fonction analytique réelle, le cas général résultant d’un argument classique

d’approximation. On est conduit & montrer q(lfe—ll(\%gli)l)q ‘hl)l/fl est estimé par le second membre de (1), ou
I'on a posé

1/p
U(h):= </|f’(g(x +h) — f'(g®)|"|g' )| dx) .
R

On se limitera ici aux > 0. Le complémentaire de I'ensemble des zérog'dest la réunion d’une famill€l;}; <1,
d’intervalles ouverts disjoints. On nofg I'ensemble des éléments dedont la distance a I'extrémité droite de
est au plus: et on posd; := I; \ 1. On pose enfim; := sup, |g’|.

La conditiong > p permettant d'utiliser I'inégalité de Minkowski, il vient

00 1 / / . , q/pdh r/q
[ (o 17/ et ) = s sl ae) 5
0 ! 1]

a/p g, \ "'
p=1~p, o1
(h(s D7 “l QP(f"”’”) 7)

q/p dh>l7/4

p 15p
Z( o= 1),, 25 (f, lh)> -
-1 (s=Dp 2,(f', )\ dr Pl P msp—1
Z a /(T) 7 <clf ”B;_l’q(R)Xl:(Sgng |) .

! 0

/_\

En utilisant I'inégalitésp — 1 > p, le fait queg’ s’annule aux extrémités dg, et I'inégalité (3), on obtient

sp—1 5P 1
> sung 7 < (supwp(s'.0) < ellglin g < el
/ I t>0 (R)
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Puisque les intervallel’ sont de longueur au plus on peut appliquer la Proposition 2.2, obtenant ainsi

q/p dh>l/q

T 1
(/(m Z/lf’(g(Hh))—f’(g(X>)|”|g’(X>|”dx> -
0 1

”
[/

q/p dh)l/q

00
1
gC”f/”O"(/(stﬁng/'p) 7
0 1 1

o0 q 1/q
, 1 , dh ,
0

Cecitermine la preuve du Théoréme 1.1. Le Corollaire 1.2 en découle aussitot. Le Corollaire 1.3 résulte du Corol-
laire 1.2 et de la Proposition 2.4.

4. Remarques conclusives

1. Les conditions imposéesiaont-elles optimales ? C’est clair concernant la valeur critiggg1/ p) : on sait
en effet [3] que, pous > 0, toute fonction qui opére SLB;’q(R") est localement lipschitzienne, ce qui n'est

pas nécessairement le cas pour les fonctioandLél/p)’q(R). Par contre on a toutes les raisons de penser
gue le Théoréme 1.1 reste vrai sous les seules conditions+ (1/p) et 1< p < ¢; il 'est d’ailleurs dans
I'espace de Sobolev classiq&™-? (R), pour tout entiermn > 1+ (1/p) (voir [2]).

2. Dans un article a venir, nous montrerons qu’on peut généraliser le Théoréme 1.1 ay &st ode fonction
de By (R") N L®(R"), & condition toutefois de supposgrun peu plus réguliére, i.ef € B, (R), pour
une > 0.
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