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Résumé

Dans cette Note, nous présentons la construction dwpdittonneur Neumann—Neumann diécomposition d domaine de
niveau 2 pour la résolution des problemes élastostatiques et élastodynamiques non linéaires. En s’appuyant sur la démarct
proposée dans Alart et al. [C. R. Acad. Searis, Ser. | 331 (2000) 399-404]est utilisant des résultapgésentés dans Farhat
et al. [Int. J. Numer. Methods Engrg. 38 (1995) 3831-3853] et Fragakis et Papadrakakis [Comput. Methods Appl. Mech. Engrg.
193 (2004) 4611-4662], nous donnons les étapes déraotisn du préconditionneur de mgu 2 qui reposent sur I'introduction
d’'un espace grossier spécialement adapté au cas des grandes déformations pour les problémes statiques et @poamiques.
citer cet article: M. Barboteu, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Construction of the Balancing domain decomposition preconditioner for elastodynamic finite deformations problems.
In this Note, we present theastruction of a Neumann—Neumann domain degosition preconditioner with scalability prop-
erties to solve nonlinear elastostatic and elastodynamic problems. By using the results given in Alart et al. [C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 331 (2000) 399-404] and according to the work realized in Farhat et al. [Int. J. Numer. Methods Engrg. 38 (1995) 3831
3853] and Fragakis and Papadrakakis [Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 193 (2004) 4611-4662], we give the construction
steps of the two level preconditioner which are based on the introduction of a coarse space especially adapted to finite deforma
tions problems with static and dynamic proceBscitethisarticle: M. Barboteu, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

With an aim of presenting the construction of a balagdecomposition preconditioner for static and dynamic
finite deformations problems, we use the framework ofddlitave Schwarz algorithm [5,6]. The method consists in
decomposing the interface spacento a coarse and fine componéf ande. For Neumann—Neumann domain
decomposition techniques [5,6], the coarsacspis defined by adding local rigid componeVigs= Z,’:’:l D"z"
with D" a given partition of the unity on the interface. Theefispace is defined by the orthogonality relation (7).
The key point is the construction of a coarse spatef ‘lower energy’ modes especially adapted to finite defor-
mations problems with static and dynamic process. Thistoaction must (if that is acessary) regularize local
Neumann problems and also set the lower energy modes (like rigid body motions) to zero in the solutions of local
Neumann problems. With finite deformations and especially with dynamic problems, the rigid body motions can-
not be detected in the factorization step of the local tangent matrices of the subdomains (due to the regularizing
effect of the mass matrix [2,3]).

The solutions of the static and dynamic hyperelastabjgms (2) by standard algorithms [4] generate at each
increment or time step (subscripted bya nonlinear system (Eq. (4) for the dynamic case) which can be solved by
an iterative Newton method (subscriptedihyBy using some arguments given in [2] and [3] for the FETI methods,
we propose a construction of the two level Neumann-fhieun preconditioner adapted to finite deformations
problems with static and dynamic process; this construction is based on the following steps:

(i) Preliminary step: We choice the local degrees of freed®)y—1,,» Which permit to compute the”" lower
energy modes of subdomain This choice can be realized arbitrary orithgrthe factorization of the stiffness
matrix K% coming from the linear elastostatic problem associated to the nonlinear elastodynamic problem (5).

(i) Foreach Newton iteratiohof each time step _
(a) We construct the local regularized matrils’ﬁséferl by using the degrees of freedqiB )o=1,»» detected
in step (i). This regularization is not necessary for dynamic problems due to the contribution of the inertia
termséMa” which ensures the matricé®; , , to be non singular.
(b) We compute the lower energy mode$, ,)o=1..» by solving the (regularized) Neumann problems set on
the space/" of subdomain displacements functions, see &qod8). This construction must be realized
by using the mathal il and not with the matrix?.
(c) We define the local rigid space @ = vectvy,,,a = 1 m™).
For the nonlinear elastotatic case we replace in the steps (a), (b) and (c) thelma?;jz(l by the matrixK} Pl
With this construction, the two level Neumannedinann preconditioner is classically defined by

M. =Pc+ Z“ —Pe)D! 1 (S, ) D!, ) (1 = P, (1)

whereP¢ denotes the orthogon&lprojection ofV on Vg and(AS]ﬁerl)‘1 is the (regularized) Schur inverse matrix.
The product oKS" )‘l by a linear formL" is defined through Eg. (10).

The numerlcal results presented in Section 3 validate the construction of the two level Neumann—Neumann
preconditioner. Indeed, we find scalable results for dynamic hyperelastic problems (Fig. 2).

1. Problémes élastodynamiques en grandes déformations et méthodes de décomposition de domaine
extensibles

Les problémes élastodynamiques nokéiimes de tres grande taille peuvenistituer un domaine d’application
des techniques numériques de sousedtiration qui sont efficaces sur ordteurs paralléles a condition d’utiliser
des préconditionneurs adaptés a la ratles phénoménes mécaniques mis en jeu.
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Un probleme modele élastodynamique non linéaire de type hyperélasticité compressible écrit dans la configu-
ration de référenc® peut prendre la forme variationnelle suivante, pour taaif0; 7] :

ue L2([0; T; Uo) /,OU(I)~V+/H(t):VV—/f(t)~v— / gt)-v=0, Vel (2)
2 2 2

ou p est la densité de masse du matéri@ll est le premier tenseur de Piola—Kirchhoffet g représentent res-
pectivement les densités de forces volumiques et surfacidies:;{v € H1(£2)4™: v = 0 surdps2} est I'espace

des champs de déplacements cinématiquement admisdillgs (2) peut étre résolue en utilisant, par exemple,

un schéma d’intégration implicite de type conservation de I'énergie [4] permettant d’assurer la stabilité de la ré-
solution. Par la suite, on considére la suite d’insi@pt,—1, . p permettant de décomposer l'intervalle de temps

[0; T] en sous-intervalleq0; T] = Uf;:l[tp; tp+1]. Enutilisant un schéma de type point milieu [4], la formulation
faible (2) intégrée entre les instamgsetz, 1 nous donne :

1

At

,o(up+1—up) V+/Halgo(up+ls up) Vv — /f 1 V= /gp+1 v=0 (3)
2 392

ou 0,41 = %(Dn + Ou+1) etITago est défini selon [4] et a la particularité d'assurer les propriétés de conservation
de I'énergie (voir [4]). Aprés discrétisation, on en déduit le systéme non linéaire du type

1. _ 2
EM(U[H-I_Up)+ga|g0(up+lsup)_ +1=0 0uup+1——up+ (up+1 up) (4)

ou M provient de la discrétisation des termes d'inerti@ggo(U, 41, U,) est issu de la discrétisation de la partie
hyperélastique eﬂl,,+% celle des efforts extérieurs. A chaque incrémgnta résolution du systéme (4) par un
schéma d'itération linéaire d'indicie(de type Newton), nous conduit a la résolution des systemes linéaires de
matriceKa; ,+1 ayant pour solutiom\u; ,4+1=U;4+1,p+1 — Ui p4+1

1 . . . 2
Kai,p+lAUi,p+l = _A_IM(UP+1 - Up) - galgo(up+lv Up) + q[,_,_% ou Kai,p+l = PMa + Ki,p+1 (5)

ol Ma = dy,,, M représente la matrice de masse&et,+1 = du,,Galgo(Ui, p+1, Up) la matrice tangente hyper-
élastique. On peut noter que la forme du teng@lgo donnée dans [4] conduit a une matrice tangéntg, 1 non
symeétrique.
A chaque itération de Newton, le systéme linéaire (5) péars étre résolu par une méthode de décomposition
de domaine sans recouvrement écrite en variableadépient de type Schur primale [5]. La méthode repose sur
la sous-structuration géomeétrique du domaihen N sous-domaines non recouvraf@$ (n = 1, N) ayant pour
interfacel™. La méthode du complément de Schur conduit a la résolution d’'un probléme d’interface réduit obtenu
par élimination des degrés de liberté internes. En consid&&espace discret défini a partir dé), le probléeme
interface prend la forme variationnelle
N
WeV (S p+10,%) = (0; p41,V) WeV=tr(V)|r, avecS; p+1= Z R'S', (R (6)
n=1
Les matricesS; 11 etS/ ., sont respectivement la matrice du complément de Schur globale (définié) sir
les matrices du complement &ehur locales (définies sut”), obtenues par condensation des degrés de liberté
internes. L'opérateuR” représente I'opérateur de prolongemenittleversI”. La résolution du probléme interface
(6) par une méthode itérative (de typeadient conjugué ou GMRES) en utdist les préconditionneurs Neumann—
Neumann & deux échelles ([6] pour les cas symétriques et [1] pour les cas non symétriques) décompose le produit d
résidu par la matrice de cond|t|onnemmfp 1 en larésolution de deux problémes, I'un fin et local a résoudre sur
chaque sous-domaine, I'autre grossier et global posé sur I'espace des « mauvais éléments » a définir. La formulatio
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adoptée consiste & décomposer I'espace d’inteffage un sous-espace grossigs et un sous-espace ﬂ_r‘y Pour

les méthodes de Neumann—Neumann, 'espace grdgsier > D" Z" est défini par combinaison de composantes
locales «de faible énergie» contenues ddfs(D" est un opérateur représentant une partition de l'unité sur
I'interface allant deV" dansV). L'espace fin estéfini par orthogonalité,

N
VfZ{\_IfEVZZDnVn, (SVy,vg) =0, V\_/GGVG}. @)
n=1
Le choix deZ" doit permettre a la fois d'imposer les constantes a zéro dans la solution des problémes de Neumann
locaux et de régulariser (si cela est nécessaire) cesgunaisl locaux sans affectealgorithme global. Pour plus
de détails sur la présentation de la méthode de Schvdalitivee on peut se référer aux papiers [5,6] pour le cas
symétrique et [1] pour le cas hon symétrique.

Dans le cas des problémes élastostatiques non linéaires mais surtout dans le cas des problémes elastodyr
miques non linéaires, certains modes « de faible énergie » (ou la totalité) liés aux sous-domaines flottants ne sor
pas détectés [2,3]. Cela vient d’une part de la modélisation en grandes déformations et d’autre part de la contri-
bution régularisante de la matrice de masse qui rend la mat&ge, ; non singuliere. Pour y remedier, il faut
construire arbitrairement les modes de faible énerdigifeaux problemes élastodynamiques en grandes déforma-
tions. Comme cela est commenté dans [3], I'adaptation de la Balancing method [7] pour les systémes (5) issus de
problémes élastodynamiquesn linéaires reste relativement autorgat a condition de bien définir et construire
ces modes de faible énergie. Le but de cette note est alors de présenter les étapes de la construction du précon
tionneur Neumann—Neumann de niveau 2 pour la résolution des systémes (5) ; cela fait I'objet de la Section 2. Les
tests numeériques présentés dans la Section 3 mettentidence I'extensibilité numérique de la méthode.

2. Construction du préconditionneur Neumann—Ne&imann a 2 niveaux

La construction du préconditionneur Neumann—Neumaraua diveaux, adaptée aux problémes élastostatique
et élastodynamiques en grandes déformations est basée sur les étapes suivantes :

(i) Etape préliminaire : Choix des degrés de libg®),—1,,» permettant par la suite de calculer le% modes
rigides du sous-domaine Cette étape peut se faire en choisissantraitement des degrés de liberté internes
aux domaines (3 dans le cas 2D et 6 dans le cas 3DpeDhégalement considérer le probleme d’élasticité
linéaire statique associé au probléme (2) et identifier les degrés de liberté correspondant aux pivots nuls lors
de la factorisation de la matrice de rigidité locél¢ issue du probléme élastostatique linéaire associée au
sous-domaine.
(ii) Au cours des itérationsde Newton de chaque pas de tempps
(a) Construire arbitrairement une matrice régularisée Ioé&’&lé’erl en utilisant les degrés de liberté
(P})g=1,m» détectés lors de I'étape préliminaire (voir [1,5]). On peut remarquer que la procédure de ré-
gularisation indispensable pour les probléemesamiigis n'est plus nécessaire dans le cas des problémes
dynamiques. En effet, la contribution des termes d'ine&%’bdvla" rend la matric&a; ., non singuliere.

(b) Calculer lesnodes de faible énergi€vy; ,)o=1.m» €n résolvant les systéemes locaux poses sur I'espéce
des champs de déplacements définis sur le sous-domaine

(K&} |, 1) Vi W) =W (PI), VW' e V", Vi, € V" (8)
On peut noter que cette €tape de construction des modes doit étre réalisee en utilisant l&aiafrice

issue du systéme (5) et non pas avec la makigePar ailleurs, dans I'Eq. (8), on a considéré le cas général
des problémes non symétriques [1].
(c) Définir 'espace rigide local paf” = vectvy,,, a =1,m").



M. Barboteu / C. R. Acad. ci. Paris, Ser. | 340 (2005) 171-176 175

Avec ce procédé de construction des modes de faible énergie, le préconditionneur de Neumann & deux niveau
s’écrit pour chaque itération de Newton sous la forme classique [7,5,6]

M, =P+ Z“ —P6)D} 11§, ) HD! ) (1 = P, 9

I'opérateur de projectio®s de V sur Vi parallélement éVf est défini parSPsV, Vg) = (SV, V) pour tout
Vg € VG etPgv e V(;.

En employant les mémes arguments utilisés dans [1], on peut voir que ce choix permet d’assurer I'optimalité
de la methode a savoir que les solutions des problemes de Neumann ont des constantes fixées a zéro. L'action
I'opérateur de Schur regularlssﬂ +1) 1 sur toute forme linéairé” donne le vecteuqS” +1) 1pm =Tr(un o
obtenu par la résolution descmlemes de Neumann locaux

(Kay , U, wW") = L"(Trw") ), W' e V", u"e V" (10)

Cela garantit que les solutiong = (S" +1) 1(D” +1) (I — Pg)'t des problemes de Neumann locaux ont des
constantes!” (P)) fixées a zéroi( represente le re5|du de la méthode de gradient). En effet, par définition des
modes de faible énergig, ,, de la construction de” et de la projectiofPg, on a

U (P)) = ((Kay , 1)V U") = (T, (1 = P6)D! 1V, ) =0. (11)

Dans le cas des probléemes élastostatiques non linéaimesprend les étapes (a), (b) et (c) en considérant la
matrice tangente hyperélastique Ioclﬁi;;éerl en lieu et place de la matrice Ioca{fajferl

3. Applications aux problémes dynamiques hyperélastiques

Pour mettre en évidence la construction présentée,camsdérons comme application I'évolution dynamique
(At = 1072 s) d’'une poutre encastrée a 'une de ses extrémités et soumise a un chargement constant de I'autre (voi
Fig. 1). On suppose que le matériau suit une loi hyperélastique compressible de type Ogden. L'étude présenté
dans la Fig. 2 a pour objet d’analyser I'extensibilité divear interface avec les préconditionneurs Neumann—
Neumann de niveau 2 pour des problémes élastodynamiques non linéaires. Cela consiste a étudier le nombi
moyen d'itérations (par itération de Newton) du solveur interface en fonction du nombre de sous-domaines. Pour
ce faire, on considere les décompositions d’un maillgggilier (40 166 degrés de liberté) de la poutre en 2, 5, 10,
20, 40, 80 et 160 sous-domaines (voir Fig. 1).

Dans la Fig. 2, on considére 3 versions de préconditionneurs de Neumann—Neumann de niveau 2 :

— le préconditionneur sans adaptation (cous)eou les matricesi;(al'{erl sont utilisées pour la détection et la
construction des modes de faible énergie.

— le préconditionneur (courl# ou I'on utilise les matriceK” issues du probléme élastostatique linéaire associé
pour la détection et la construction des modes.

— le préconditionneur développé (coulli@ faisant intervenii” pour la détection des modes (étape (i) de la
Section 2) eKal p+1 Pour la construction de ces modes (étape (ii) de la Section 2).

On constate alors que lorsqu’aucune adaptation n’est réalisée, le nombre d'itérations obtenu avec le précondi
tionneur Neumann—Neumann de niveau 2 (coudberoit linéairement en fonction du nombre de sous-domaines
(tout en restant inférieur a celui de niveau 1, cousheOn perd de ce fait I'extensibilité numérique connue de la
méthode. Par contre, lorsque la détection des modes de faible énergie est réalisée avec lekrhétiétestion
valable pour les courbegs et B), on note une améliorationgmificative du comportem@ du solveur interface.
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poutre hyperélastique

i ®—® Neumann-Neumann niv. 1
: «—« Neumann-Neumann niv. 2 sans adaptation
: —& Neumann-Neumann niv. 2 (construit avec K'; )

m—a Neumann-Neumann niv. 2 (présenté dans la section 2)

500 _— L TR T TR T TR T T R SN (RN SR !—_
é | probleéme élastodynamique 4
8 400 = en grandes déformations o
gr N
s [ i
B 20 |
oy
g L
g 100 _—
décomposition en 40 sous-domaines =2

| ISP [N I I S R |

(=3

ANEEEEEEEEEEEEEEEEEE 0 20 40 60 80 100 120 140 160
AEEEEEEEEEEEEEEEEEEn Nombre de sous-domaines
Fig. 1. Description du test numérique. Fig. 2. Extensibilité numérique des solveurs interface.
Fig. 1. Description of the numerical test. Fig. 2. Numerical scalability of the interface solvers.

Cette amélioration est d’autant plus significative (coul®ei a cette détection, on ajoute I'utilisation des matrices
Ka;”p+l pour la construction des modesg; ) a=1,mn -

En conclusion, I'utilisation du préconditionneur delvi@ann—Neumann de niveau 2 présenté dans la Section 2
permet d’obtenir pour des problemeasgtbdynamiques en grandes déforimadi, une certaine extensibilité de la
méthode, & savoir une « quasi»-ipgé@dance du solveur interface par rapport au nombre de sous-domaines.
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