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Résumé
Smentdk ;(n) etdy ;(n) les fonctions nombre de diviseurs unitaires (voir ci-dessous) et nombre de diviseurs du nombre entier
n dans les progressions aritmétiquyes mk} ouk et/ sont deux entiers premiers entre eux tels que/ XK k, et soit poun > 2

In(d}¥ In(p(k) In
F(n;k,l):ln(dk’l(n)ir:r;w(k)lnn), kD) = (k'l(n)l)nn((p() n)
N In(dy,; (n)/di () In(p(k) Inn)
D¥(n; k1) = ’Inn

ol g(k) estI'indicateur d’Euler. La fonction¥ (n; k, I) fOt étudiée dans [A. Derbal, A. Smati, C. A. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339
(2004) 87-90]. Dans cette Note nous étudions les fonctist&; k, 1) et D*(n; k, ). Nous déterminons explicitement leurs
ordres maximaux et nous calculons effectivement le maximum absolti*@e k, ) pourk = 1, 2, 3 et celui deD*(n; k, 1)
pourk=1,3,5,7,8,9,10, 11, 13. Pour citer cet article: A. Derbal, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abstract

On the number of unitary divisors of whole numbersin arithmetic progressions. Let the functlonsdk ;(n) anddy ;(n)
be number of unitary divisors (see below) and number of divisdrsarithmetic progression§ + mk}; k and/ are integers
relatively prime such that £ / < k and let, forn > 2

In(d;t ;(m)) In(p (k) In
. F*mk, )= (k,z(">inn(<p() n) o

In(d 1 (n)) In(p(k) Inn)
Inn

In(d dt In(p(k)In
D* (s k. 1) = (dy,1(n)/ k,:r(]r;)) (k) n),

F(n;k,1)=
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wheregp (k) is Euler’s totient. The functiolr (n; k, [) has been studied in [A. Derbal, A. Smati, C. A. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339
(2004) 87-90]. In this Note we study the functiofi$(n; k, /) and D*(n; k, [). We give explicitly their maximal orders and we
compute effectively the maximum &*(n; k, 1) for k = 1, 2, 3 and that ofD*(n; k, 1) fork =1,3,5,7, 8,9, 10, 11, 13. To cite
thisarticle: A. Derbal, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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1. Introduction

Soientk et/ deux entiers premiers entre eux tels que 1< k. Pourn =[] p® on a par définition

pln
g= ] 2 (gm=aw= ¥  a=]]2) e
pln, p=i(k) dln, (d, n/d)=1 ¥l
damy= [ @+D <d1,1(n) =dm)=Y d=[] (a+1)).
p*ln, p=l(k) d\n pe|n

L'étude de la fonctionF*(n; k,I) est basée essentiellement sur son évaluation sur les nomprgs) =

]_[pgx’ p=i(y P €N lesquels elle prend ses grandes valeurs. Pour la fonBtiomr , [), on a montré qu’elle prend

ses grandes valeurs sur des nombres qu’on a appj@,lémutement COMpOSEs supérieurs et que nous avons étudié

a la Section 3. Ces nombres sont similaires aux nombres hautement composés supérieurs définis et étudiés da
[4], [3] et [1]. Nous obtenons les résultats suivants :

Théoréme 1.1. (1) limsupF*(n; k,I) =In2 et il existe une infinité de nombrestels queF*(n; k,l) > In2.
(2) Pourk =1, 2, 3, le maximum absolu; (k) est donné dans le Tabledidu Paragraphe?.

Théoréme 1.2. (1) limsupD*(n; k,1) = (In(3/2))/2 et il existe une infinité de nombrastels queD*(n; k, 1) >
(In(3/2))/2. (2) Pourk =1, 3,5,7, 8,9, 10, 11, 13, le maximum absoli (k) est donné dans le Table&udu
Paragraphes.

Dans cette Note, nous avons utilisé les fonctions classiques de la théorie analytique des aombrés=
Dop<x, p=lty NPTk, D) =3\ et pmiy 1

2. Etudedelafonction F*(n; k,1)

Lemme2.1. Pourm > 1, on notep,, = p,, (k, I) le m-ieme nombre premier congru anodulok et Nkl = [T, pi-
(1) Pour tout nombre réet tel quep,, <x < py11 0N anNk! = Nii(x) = Hpgx, p=l(k) P-

(2) Sim > 3, alors pour tout nombre entier, on aN,;' <n < N1 = F*(nik, 1) < F*(Ny's kD).

(3) Pour N = Ni ;(x) avecx > p1(k,l),on a

F*(N: k1) = (lnz)rr(x; k, D) In(pk)0(x; k, l))'

O(x;k, 1)
Tableau 1
Les maxima absolusy (k) de F*(n; k, ) pourk = 1, 2, 3 uniforme poud
k 2a(k) lo mo N =Nyl df 1o (V) b
1 0,959324 1 9 2 ---x 23 512 9
2 0,890670 1 15 3 ..-x53 32768 15
3 0,998279 2 4 2 5x11x17 16 4

1 k,l
> est le nombre de nombras{; < Nig-
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Démonstration du Théoréme 1.1. Les deux assertions du Théoremé %’obtiennent par application du Lem-

me 2.1, le théoréme des nombres premiers dans les progressions arithmétiques, les majorations explicites d
fonctions6(x; k,1) et #(x; k,l) données dans [2] et enfin le calcul par ordinateurFd€N; k, 1) pour N <
Ni,1(25000. O

3. Lesnombres d,";,,-hautement composés supérieurs (d; ;-h.c.s)

Lemme 3.1 (et définition) Pour touts > 0 il existe un uniqgue nomby = N, dépendant de et vérifiant

di,1(n) < di,1(N) di,1(n) - di,1(N)
nedy (n) = Nedg,(N) nedy,(n) ~ Nedj,(N)

pourn< N et

pourn > N.

Démonstration. La limite de la fonctior(dk,l(n))/(nsd,f,l(n)) étant nulle, elle atteint son maximum en un nombre
fini d’entiers. N est alors le plus grand.O

Lemme 3.2 (et définition) Pour tout entiera > 1 et pour tout réelx > 1, on poseH (x,a) = In(1 + 1/(a +
1))/Inx. Pour toute > 0, 'équation H (x, @) = ¢ posséde une unique racing > 1. On définit ainsi une suite
(*a)a>1 dans]l, +oo[. On poser; = x. La suite(xq)q>1 €St strictement décroissante et vérifie les propriétés
x2 > +/2x pourx =6, xo =x"@ olv(e) =In(1+1/(« + 1))/ In(3/2).

Lemme3.3. Soients > 0, N = N, le nombrei,f)l—h.c.s. associé aetx = x1 définiparH (x,1) =In(3/2)/Inx =¢
et soitpy = p1(k, 1) le premier nombre premier congru/anodulok.

(1)Tout diviseur premiep de N est congru d modulok et si on notex son exposant, il vérifie > 2, H(p, o) <
e<H(p,a—1etx, <p<xg-_1.

(2)Sie > e100¢e1=H(p1,1) alorsN =1.

(3) La structure deV est donnée par

v= [ e JT 0 e I 7
p=lk), xp<p<vr  p=l(k), x3<p<z P=LR). s 1<p <

oum est le plus grand indice tel que, 11 < p1 < x,,; il est égal a la partie entiére d&/(p] — 1) et est équivalent
alnx/((In(3/2))In p1) (x — +00). On dit aussi queV est le nombrel; -h.c.s. associé a.

Lemme 3.4. Pour toutp = I(k) on poseE, = {H(p,a) ola > 1} et E =J E,. Pour toute > 0, il n’y a qu’un
nombre fini d’éléments d& supérieurs &. On range les éléments de en une suite décroissantg > ¢p > - - -
avece; = H(p1, 1).

(1) Soiente; ete; 11 deux éléments successifsEePour toute > Otel queg; > ¢ > g;41, ONn aN, = Ny,

(2) L'ensemble des nombrd;l-h.c.s. es{l} U {N,, telques; e E} etonal < Ng; < Ng, < Ngg <---

Tableau 2

Les sept premiers nombrég ,-h.c.s.

Valeur des Valeur deN = N, D*(N; 3,2
e1=H(2,1)=0,584962> ¢ > ¢ 22 0,298266
£2=0,415037> ¢ > 3 23 0,475082
£3=0,321928>¢ > ¢4 24 0,566092
£4=0,263034> ¢ > ¢5 25 0,613720
e5=0,251929> ¢ > ¢¢ 25 x 52 0,583430
e6=0,222392> ¢ > &7 26 x 52 0,604968

£7=0,192645> ¢ > &g 27 x 52 0,617479
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Remarque 3.1. Voici & titre d’exemple les sept premiers nomh#igs-h.c.s. qui sont donnés dans le Tableau 2.

Tableau 3

Les maxima absolus(k) de D*(n; k, 1) pourk =1,3,5,7,8,9, 10, 11, 13 uniforme pout

k w(k) lo  N=N; e diig(N)/dE (N %
1 0,551873 1 8 x3* x5 x 72 0,169925 3375 3141
3 0,642297 2 8 x 53 0,169925 9 1595
5 0,846908 2 5 0,222392 35 813
7 0,969045 2 5 0,222392 35 533
8 0,597725 3 4 0,203114 25 799
9 0,969045 2 5 0,222392 35 505

10 0617956 3 5 0,165956 3 791

11 0801214 3 8 0,165956 3 319

13 0837678 3 8 0,138646 3 275

> désigne le nombre de nomblzé,zglo—h.c.s.g au nombred,f’lo—h.c.s. associé a= 25,000

4. Etudedelafonction D*(n; k, 1)

Lemme 4.1. SoientNo le premier nombre/; ;-h.c.s. tel queVo > exp(e?/p(k)) etn entier,n > 2.

(1) Sin < No, alors D*(n; k,1) < D*(No; k,1) et sin est tel queNg < N1 < n < N2 ou Np et N2 sont deux
nombresd* -h.c.s. successifs, alof3* (n; k, 1) < max(D*(Nq; k, 1), D*(N2; k,1)).

(2) Soit /\ = A(k,l) = max,>» D*(n; k,I) = D*(N; k,1). Alors N est le nombred,j‘l -h.c.s. associé & =

A(n((k) In N) — 1)/(In(p(k) In N)).

Démonstration du Théoréme 1.2. PourN un nombred; -h.c.s. associé a> p1, on a d'apres le Lemme 3.3

Qa—1 N +2) /(@ + D)7 (xgs k, D) (AIN(@ (k) (20 (x; k., 1) + Y050 (xa: k. D)) . (1)
20(x; k, D) +0(x2;k, 1) + -+« +0(xm; k, 1)

D’aprés le théoréme des nombres premiers, oP*&N; k,[) ~ In(3/2)/2 (x — +o0). L'assertion (1) du

Lemme 4.1 nous permet alors d’affirmer que lim &Xifin; k, [) = In(3/2)/2. En écrivantr (x; k, 1) = w(kflnx 1+

|n2 + O(I ) eto(x kD) = 51+ O(I 3-)) le deuxieme membre del) serait égal A2 4 L4

O(m)) MT/Z) pourx assez grandLa deUX|eme assertion s’obtient par application du Lemnie kes

majorations explicites dé(x; k,/) données dans [5] et le calcul effectif des nombégs-h.c.s. associés a
x<25000 O

D*(N;k, 1) =

Pourk = 2,4,6 et 12 le maximum absolu de chacune des fonctidhqn; k,[) est atteint en un nombre
d,j",—h.c.s. associé a> 25000; et on a uniformément pokiet!, D*(n; k, 1) < 0,557248 poun > 2.
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