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Résumé

Nous généralisons dans cet article le critére de Beurling et Nyman, qui concerne la fgrdgidtiemann, a une large classe
de séries de Dirichlet. Nous établissons donc une correspan@anie la densité d’'un certain sous-espace de fonctions dans
L?(0, 1) et la localisation des zéros d’une séreRirichlet. Nous utilisongpour obtenir ce résultat la structure de I'espace de
Hardy du demi-planPour citer cet article: A. de Roton, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abstract

Generalisation of the Beurling—Nyman criterion for the Riemann HypothesisWe generalise the Beurling—Nyman crite-
rion, already known for the Riemarinfunction, to a larger class of Dirichlet series. We link the density of some subspace of
functions inLZ(O, 1) and the localization of the zeros of a Dirichlet series. To do so, we use the structure of the Hardy space of
the half-planeTo cite thisarticle: A. de Roton, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Les travaux classiques [3,5,9,10] mettent en lumiére klations entre la densité de certains sous-espaces
fonctionnels et la répartition des zeros des fonctionsydigales. Beurling et Nyman ont exploite cette idée dans
[4] et [2] pour la fonction; de Riemann (voir aussi [1]). lls introduisent I'ensemBlales fonctions complexes
f définies sur lintervallg0, 1] par f(t) := Zzzlck{%}, oun>10<6y<1,ceC, Yy qcibe =0 et{x}
désigne la partie fractionnaire delLe résultat de Nyman s’énonce ainsi :

Théoréeme 1.1(Nyman) Les trois assertions suivantes sont équivalentes
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(i) ¢(s) ne s'annule pas dans le demi-play > 1/2;
(i) B estdense dans?(0,1); B
(iii) la fonctiony indicatrice de l'intervalle]0, 1] est dans I'adhérence d& dansL?(0, 1).

Nous allons dans cette Note généraliser leur résaltme classe de fonctions comprenant la fonction

2. Généralisation du théoréme de Beurling et Nyman

Dans cette partie, nous supposerons fye = .~ ; “,Ef) est une série de Dirichlet absolument convergente
pourds > 1 admettant un prolongement méromorphe au demi-jkap % avec un unique pdle éventuel d’'ordre
fini mp ens = 1. On supposera de plus que pour towt 0, a, = O(n®).

Définition 2.1. On définit la fonction complémentaire associég par :
'42 ‘Rt - C

xS
X ReS<TF(s), 1) — Zan.

n<x
On définit également la fonctioﬂ}l) parw}l) (x) =¥r(1/x) et I'espace de fonctions suivant :

n
Br = {f:tr—> ZCklIJF<%>,Ck ceCetO<ay <1 vérifiant(l)}
k=1

n
Vie[0,mp—1], chak (Inag)' = 0. Q)
k=1
Proposition 2.2. Si w}” est une fonction d&2(0, +0o0), alors pour% <NRs <1,ona:

F . . .
M (s) = —g, ou Mw P désigne la transformée de Mellin de". (2)

La transformée de Mellin d’'une fonctiofi: [0, +oo[ — C mesurable est définie par
+o0
Mf(s)= / Fox " dx
0

en tout points tel que I'intégrale converge absolument. Le théoreme de Paley—Wiener assure que cette transforma-
tion se prolonge en un isomorphisme hilbertien efféd, 1) et 'espace de Hard§? du demi-plariis > 1/2.

Théoréme 2.3.Soit F une fonction telle quéf}l) € L?(0, +00). Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(i) lafonctionF ne s’annule pas dans le demi-plaiz > 1/2;
(i) le sous-espacBy est dense dans?(0, 1) ; _
(iii) la fonction indicatricey de I'intervalle]0, 1] appartient & 'adhérence dB dansL?(0, 1).

Nous ne donnons ici qu'un schéma de la démonstratiorédeilalence des deux premiéres assertions. Pour
une démonstration détaillée, on pourra consulter [8].
Nous utiliserons la structure dé? et plus précisément le corollaire suivant du théoréme de Beurling—Lax :



A. de Roton / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 191-194 193

Lemme 2.4.S0it(Fy)qca Une famille de fonctions d&2 n’admettant aucune singularité sur la droites = 1/2
et telle qu'il existex € A tel queF, (x) ne soit pas a décroissance exponentielle losque lexréehd vers I'infini.
Alors le plus petit sous-espace fermé M8 invariant par multiplication pare=** pour toutx > 0 et contenant
tous lesF,,« € A estByH2oUZ = N Z(Fy) et Bz est le produit de Blaschke construit a partir de

aeA

Notons quel?} est un sous-espace de&(0, 1) invariant par I'action du semi-groupe des contractions donc

(théoréme de Paley—Wiene@ll?} est un sous-espace fermé Hé invariant par multiplication pare=, 1 > 0.
D’aprés la Proposition 2.2, toute fonctiéhde M B s'écrit sous la forme (s) = Mg(s) = — 28 S crar.
A l'aide de cette écriture, on montre que les hypothéseethme sont bien vérifiées par la famille de fonc-

tionleé’Tv et queﬂGeM(Bv—F) Zc = Zp, ouZp (respectivement) désigne le multi-ensemble des zéroskle

(respectivement d&) comptés avec leur multiplicité dans le demi-plaiy > 1/2}.

Si Bz,. est le produit de Blaschke défini a partir de, on a donché’Tv = BZFHZ. L'utilisation du théoréeme
de Paley—Wiener permet d’en déduire I'équivalence recherchée.

3. Lien avec I'hypothése de Riemann généralisée

Définition 3.1.0n dira qu’une fonctiorF’ appartient a la classe de Selbérgi F vérifie les conditions suivantes :

(i) pourfs >1,F(s) =Y ooy “,(IZ‘) est une série de Dirichlet absolument convergente;

(ii) il existe un entier natureh tel que(s — 1)" F(s) soit une fonction entiére d'ordre fini;
(iii) la fonction F satisfait une équation fonctionnelle de la forme :

P()=wP(1l—5) oud(s)=aQ’y(s)F(s),
avecy(s) = H;Zlf(kjs + 1), Aj>0,Ru; >0,0>0et|a|=1;
(iv) pourtoute > 0,a(n) = 0On®);
(v) pouriis assez grand, lIog(s) = :[;"l’ b,n—* oub, =0 sin n'est pas une puissance d’un nombre premier et
b, = On’) pourung < 1/2.

On noterad = Zzgzlkj, le degré deF. On appelera zéros non triviaux deles zéros de parties réelles
comprisesentre 0 et 1

Conjecture 1. On conjecture que les zéros non triviauxfdsont de partie réelle égale #21

C’est I'nypothése de Riemann généralisée pour la fonckioklle est équivalente a la non-annulation de la
fonction F dans le demi-plafis > 1/2.

Conjecture 2.0n conjecture que pour toat> 0, F(1/2+it) = O (1 + |t])?).

C’est I'nypothése de Lindelof généralisée pour la fonction

En suivant la méthode que Titchmarsch ugiligslans [11] pour I'étude de la fonctignde Riemann, on démontre
que I'hypothése de Riemann pour une fonctiore la classe de Selberg entraine I'hypothése de Lindel6f pour
cette méme fonction.

On montre d’autre part quE}l) € L%(0, +o0) si et seulement s (1/2+it)/(1/2+it) € L2(R), ce qui permet
d’énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.Soit F une fonction de la classe de SelbéYgAIors la fonctionF vérifie I'nypothése de Riemann
généralisée si et seulememslgil) € L?(0, +00) et le sous- espadép est dense dans?(0, 1).
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La démonstration de ce théoréme se trouve dans [6] et [8].

4. Autre critére

Nous avons démontré dans [7] que pour une fonckiate la classe de Selberg de degré inférieur a 4, la fonction
gl/}l) est de carré intégrable. Afin d’obtenir un critére sans restriction sur le dedgréateintroduit une fonction
complémentaire lissée.

Définition 4.1. Soit F une fonction de la classe de Selberg. Pour koafN*, on définit sulR™ la fonction; r,
fonction complémentaire d’ordieassociée & par :

. F(s)x*® 1 n\*
w"’F(x)_Res<s<s+1)---<s+k>’1> B ﬁ,,za”<1_ E) '

On définit également la fonctionk(’l} par !I/k(’l}(x) =Y r(1/x) et le sous-espace suivant

n
B/-/:F = {f it ZC;&I&J:(%) eBrr,neN, cg,eCetO<ao <1 vérifiant(l)}.
k=1

Sik > 4, on montre que!/k(,l} € L?(0, +00). Avec les notations précédentes, on a le résultat suivant.

Théoréeme 4.2.Soit F une fonction de la classe de Selberg. %aitn entier vérifiant > %. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes

(i) lafonctionF veérifie 'hypothese de Riemann genéralisée
(i) le sous-espacB;. r est dense dans?(0,1); ~
(iii) lafonction indicatricey de l'intervalle]0, 1] appartient a I'adhérence dB; dansL?(0, 1).

La démonstration de ce dernier théoréme est analagredle du Théoréme 2.3. Pour une démonstration dé-
taillée, on pourra consulter [6].
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