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Résumé

Nous décrivons la cohomologie de Poisson pour des structures de Poisson sur l’espace affineF3, admettant un Casimi
quasi-homogène et un lieu singulier réduit à l’origine.Pour citer cet article : A. Pichereau, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340
(2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Poisson cohomology in dimension three. We describe the Poisson cohomology for Poisson structures on the affine spaF3,
which admit a quasi-homogeneous Casimir and a singular locus reduced to the origin.To cite this article: A. Pichereau, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

La cohomologie de Poisson a été introduite, en même temps que les variétés de Poisson, par A. L
wicz [1]. Elle joue un rôle capital dans l’étude des déformations des structures de Poisson et la quantification
déformation. Ces espaces de cohomologie,Hk(A), d’une algèbre de Poisson(A, {· , ·}), admettent les interpréta
tions suivantes :H 0(A) est l’algèbre des Casimirs (éléments ducentre du crochet de Poisson), alors queH 1(A)

est le quotient des champs de vecteurs de Poisson par les champs hamiltoniens etH 2(A) le quotient des bivecteur
compatibles avec{· , ·} par les dérivées de Lie de ce crochet. On voit donc l’intérêt de calculer la cohom
de Poisson, mais ce calcul est, en général, très difficile. Il n’a été effectué que pour quelques cas par
comme les variétés symplectiques, le dual de certaines algèbres de Lie, par exemple les semi-simples, ou en
en dimension deux (voir [1–3]).
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Dans cette Note, nous nous intéressons à la cohomologie de Poisson en dimension trois, pour une clas
tante de structures de Poisson. Il s’agit des structures de Poisson surA= F[x, y, z] (où F est un corps commutat
et de caractéristique nulle) admettant un Casimirϕ quasi-homogène et un lieu singulier réduit à l’origine. No
précisons également la cohomologie de Poisson de la surface singulièreF : {ϕ = 0}. Nous remarquons que
cohomologie de Poisson deA est étroitement liée au type de la singularité deF .

2. Le complexe de Poisson sur A

Introduisons d’abord les structures de Poisson sur l’algèbreA = F[x, y, z] que nous allons étudier. Pourϕ ∈A,
nous pouvons construire naturellement un crochet de Poisson surA, en posant :{· , ·}ϕ = ıdϕΛ, où Λ désigne la
tridérivation ∂

∂x
∧ ∂

∂y
∧ ∂

∂z
et ı la contraction d’une multidérivation par une forme différentielle. Autrement

cette structure est définie par :

{x, y}ϕ = ∂ϕ

∂z
, {y, z}ϕ = ∂ϕ

∂x
, {z, x}ϕ = ∂ϕ

∂y
. (1)

Alors, ϕ étant un Casimir, la structure de Poisson se restreint à la surfaceF : {ϕ = 0}. Nous allons supposer qu
ϕ est un polynôme quasi-homogène et à singularité isolée. Cette hypothèse se traduit géométriquement par le
que la surfaceF admet l’origine comme singularité isolée. D’après (1), cela signifie aussi que le lieu singu
{· , ·}ϕ (c’est-à-dire le lieu où la structure de Poisson s’annule) est réduit à l’origine. On peut d’ailleurs montr
que toute structure de Poisson surA à singularité isolée et admettant un Casimir polynomial (respectivem
quasi-homogène) est donnée par un crochet de la forme (1) (respectivement, avecϕ quasi-homogène).

Afin de décrire le complexe de Poisson associé au crochet{· , ·}ϕ, nous utilisons les isomorphismes nature
X0(A) � X3(A) � A, X1(A) � X2(A) � A3, où Xk(A) désigne leA-module desk-dérivations antisymétrique
deA. Ainsi {· , ·}ϕ ∈ X2(A) correspond au gradient�∇ϕ ∈A3 et les opérateurs de cobord de Poisson,δk

ϕ :Xk(A) →
Xk+1(A), pourk = 0,1,2 deviennent :

δ0
ϕ(f ) = �∇f × �∇ϕ, δ1

ϕ( �f ) = −�∇( �f · �∇ϕ) + div( �f ) �∇ϕ, δ2
ϕ( �f ) = −�∇ϕ · ( �∇ × �f ), (2)

oùf ∈A, �f ∈A3 et �∇ × �f désigne le rotationnel de�f tandis que div( �f ) désigne sa divergence.

Le résultat suivant joue un rôle important dans les cohomologies de Poisson associées àϕ que nous allons
déterminer dans les chapitres suivants.

Proposition 2.1. Pourϕ ∈ A, considérons le diagramme commutatif suivant, dont chaque colonne représen
partie du complexe(exact) de de Rham.

F A
�∇

A3

�∇×

0 A
�∇

�∇ϕ
A3

�∇×

×�∇ϕ
A3 · �∇ϕ

div

A

A
�∇ϕ

�∇
A3 ×�∇ϕ

�∇×
A3 · �∇ϕ

div

A

A
�∇ϕ

A3 ×�∇ϕ
A3 · �∇ϕ A

Si le polynômeϕ est quasi-homogène et à singularité isolée alors chacune des lignes de ce diagramme, qu
le complexe dit de Koszul, est exacte. De plus, sous cette hypothèse, on a encore la propriété suivante: si �h ∈ A3

vérifie( �∇ × �h) · �∇ϕ = 0, alors il existe(f, g) ∈A2 tel que: �h = �∇f + g �∇ϕ.
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3. Cohomologie de Poisson de
(
A, {·, ·}ϕ

)

Pour toute cette partie,nous allons nous donner, comme au chapitre précédent, un polynômeϕ ∈ A quasi-
homogène, de poidsw1,w2,w3 ∈ N∗, et à singularité isolée. On appelle|w| la somme des poids :|w| = w1 +w2+
w3 et d◦

w(f ) le degré d’un polynômef ∈ A quasi-homogène. Puis,�ew désignera l’élément deA3 correspondan
au champ de vecteurs (à poids) d’Euler :�ew = (w1x,w2y,w3z).

On munit l’algèbreA = F[x, y, z] de la structure de Poisson liée au polynômeϕ et donnée en (1). On note
Asing l’algèbre de fonctions sur le lieu singulier de la structure de Poisson :

Asing= F[x, y, z]
/〈

∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

〉
.

Puisqueϕ est à singularité isolée,Asing est de dimension de Krull nulle et donc c’est unF-espace vectoriel d
dimension finie égale au nombreµ de Milnor. Nous fixons(u0 = 1, u1, . . . , uµ−1) ∈ Aµ une base duF-espace
vectorielAsing, formée d’éléments quasi-homogènes.

Comme nous l’avons déjà mentionné, l’espace de cohomologieH 0(A, ϕ) est l’algèbre des Casimirs, notée au
Cas(A, ϕ) et la Proposition 2.1 nous permet de démontrer queH 0(A, ϕ) est égal auF-espace vectoriel

⊕
i∈N Fϕi .

Pour les autres modules de cohomologie de Poisson, notre résultat est donné dans les théorèmes suiv

Théorème 3.1. SoitA= F[x, y, z], munie de la structure de Poisson liée au polynômeϕ ∈ A, quasi-homogène e
à singularité isolée. Alors,H 1(A, ϕ) est un module libre surCas(A, ϕ), avec:

H 1(A, ϕ) �



{0} si d◦
w(ϕ) 	= |w| ;

Cas(A, ϕ)�ew =
⊕
i∈N

Fϕi�ew si d◦
w(ϕ) = |w|.

Théorème 3.2. Sous les mêmes hypothèses que dans le Théorème3.1, H 3(A, ϕ) est leCas(A, ϕ)-module libre
donné par:

H 3(A, ϕ) �
µ−1⊕
j=0

Cas(A, ϕ)uj � Cas(A, ϕ) ⊗F Asing,

tandis queH 2(A, ϕ) est leCas(A, ϕ)-module:

H 2(A, ϕ) �
µ−1⊕
j=1

d◦
w(uj ) 	=d◦

w(ϕ)−|w|

Cas(A, ϕ) �∇uj ⊕
µ−1⊕
j=0

d◦
w(uj )=d◦

w(ϕ)−|w|

Cas(A, ϕ)uj
�∇ϕ ⊕

µ−1⊕
j=1

d◦
w(uj )=d◦

w(ϕ)−|w|

F �∇uj ,

où les deux premiers termes donnent la partie libre de ce module surCas(A, ϕ). En particulier, H 2(A, ϕ) �⊕µ−1
j=1 Cas(A, ϕ) �∇uj , si d◦

w(ϕ) < |w| etH 2(A, ϕ) � ⊕µ−1
j=1 Cas(A, ϕ) �∇uj ⊕ Cas(A, ϕ) �∇ϕ, si d◦

w(ϕ) = |w|.

Il est intéressant de voir queH 3(A, ϕ) est exactement l’algèbre des Casimirs tensorisée avec l’algèbre de fon
tions du lieu singulier de la structure de Poisson. De plus, l’étude deH 2(A, ϕ) montre que la structure de Poiss
{· , ·}ϕ est exacte (i.-e. : triviale dansH 2(A, ϕ)) si et seulement si le degré deϕ est différent de la somme des poid
ce qui vient du fait que le cobord du champ de vecteurs d’Euler satisfait àδ1

ϕ(�ew) = −(d◦
w(ϕ) − |w|) �∇ϕ. Dans le

cas contraire, les espaces de cohomologie de Poisson sont toujours des modules libres sur les Casimirs. La structu
d’anneau surH ∗(A, ϕ) se retrouve grâce à la formule d’Euler :�ew · �∇f = d◦

w(f )f , pourf ∈ A quasi-homogène
Pourϕ ∈ A, la structure de Poisson{· , ·}ϕ est toujours unimodulaire car le champ modulaire est nul (voir [

On en déduit que l’homologie et la cohomologie de Poisson deA sont isomorphes, en ce sens que, pour
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0 � k � 3, on a :Hk(A, ϕ) � H 3−k(A, ϕ), où Hk(A, ϕ) désigne lek-ième espace d’homologie de Poisson
l’algèbre de Poisson(A, {· , ·}ϕ).

4. Cohomologie de Poisson de la surface singulière

Dans cette partie,ϕ ∈ A désigne toujours un polynôme quasi-homogène à singularité isolée. SoitAϕ = A/〈ϕ〉
l’algèbre de fonctions sur la surface singulièreF : {ϕ = 0}, que l’on munit de la restriction de{· , ·}ϕ à F . Les
Aϕ -modules des multidérivations antisymétriques surAϕ sont donnés par :

X0(Aϕ) �Aϕ, X1(Aϕ) � { �f ∈A3 | �f · �∇ϕ ∈ 〈ϕ〉}, X2(Aϕ) � { �f ∈ A3 | �f × �∇ϕ ∈ 〈ϕ〉},
et Xk(Aϕ) � {0} pour k � 3. Le cobord de Poisson surAϕ est obtenu par passage au quotient de celui suA.
Pour l’algèbre de PoissonAϕ , la Proposition 2.1 nous permet d’écrire :H 0(Aϕ) � F. Puis, pour calculerH 1(Aϕ),
on utilise successivement les calculs deH 2(A, ϕ) et deH 1(A, ϕ) tandis que, dans l’obtention deH 2(Aϕ), c’est
de nouveau la Proposition 2.1 et la nature des Casimirs deAϕ qui interviennent. Le résultat est précisé dan
théorème suivant.

Théorème 4.1. On considère l’algèbre quotientAϕ munie de la structure de Poisson naturelle provenant de{· , ·}ϕ.
Alors, on a:

H 1(Aϕ) �
µ−1⊕
j=0

d◦
w(uj )=d◦

w(ϕ)−|w|

Fuj �ew, H 2(Aϕ) =
µ−1⊕
j=0

d◦
w(uj )=d◦

w(ϕ)−|w|

Fuj
�∇ϕ.

On en déduit l’isomorphisme naturelH 1(Aϕ)
∼→H 2(Aϕ), donné par�ew �→ �∇ϕ.
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