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Résumé

Nous décrivons la cohomologie de Poisson pour des structures de Poisson sur I'espa@gaﬁmnettant un Casimir
guasi-homogene et un lieu singulier réduit a I'origiReur citer cet article: A. Pichereau, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340
(2005).
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Abstract

Poisson cohomology in dimension three. We describe the Poisson cohomology for Poisson structures on the affind=Space
which admit a quasi-homogeneous Casimir and a singular locus reduced to theTarigjte.this article: A. Pichereau, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).

0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

La cohomologie de Poisson a été introduite, en méme temps que les variétés de Poisson, par A. Lichnero
wicz [1]. Elle joue un réle capital dans I'étude des défiations des structures de Poisson et la quantification par
déformation. Ces espaces de cohomologi&(A), d’'une algébre de Poissaml, {-, -}), admettent les interpréta-
tions suivantes H%(A) est 'algébre des Casimirs (élémentsaintre du crochet de Poisson), alors di(A)
est le quotient des champs de vecteurs de Poisson par les champs hamiltoHi&n4é)de quotient des bivecteurs
compatibles ave¢-, -} par les dérivées de Lie de ce crochet. On voit donc I'intérét de calculer la cohomologie
de Poisson, mais ce calcul est, en général, trés difficile. Il n’a été effectué que pour quelques cas particuliers
comme les variétés symplectiques, le dual de certainggbeds de Lie, par exemple les semi-simples, ou encore
en dimension deux (voir [1-3]).
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Dans cette Note, nous nous intéressons a la cohomologie de Poisson en dimension trois, pour une classe impc
tante de structures de Poisson. |l s'agit des structures de Poissdn=sEkfx, y, z] (OUF est un corps commutatif
et de caractéristique nulle) admettant un Casimguasi-homogéne et un lieu singulier réduit a I'origine. Nous
précisons également la cohomologie de Poisson de la surface singfiligge= 0}. Nous remarquons que la
cohomologie de Poisson dgest étroitement liée au type de la singularitéxie

2. Le complexe de Poisson sur A

Introduisons d’'abord les structures de Poisson sur 'algébseF[x, y, z] que nous allons étudier. Pogre A,
nous pouvons construire naturetient un crochet de Poisson sdr en posant {-, -}, = 14,4, 0U A désigne la
tridérivation -> 35 A a A 3 et: la contraction d’'une multidérivation par une forme différentielle. Autrement dit,
cette structure est deflme par :

ad ad d

mmzﬁ,mng,&m—g (1)
Alors, ¢ étant un Casimir, la structure de Poisson se restreint a la suffa¢e = 0}. Nous allons supposer que
@ est un polyndme quasi-homogeéne et a singularité isolége Ggpothése se traduit géométriguement par le fait
gue la surfacer admet I'origine comme singularité isolée. D’apres (1), cela signifie aussi que le lieu singulier de
{-,}y (c'est-a-dire le lieu ol la structure de Poisson s’aaheit réduit a I'origine. On peut d’ailleurs montrer
gue toute structure de Poisson sdira singularité isolée et admettant un Casimir polynomial (respectivement,
quasi-homogéne) est donnée par un crochet de la forme (1) (respectivement gaasi-homogene).

Afin de décrire le complexe de Poisson associé au crdehgt,, nous utilisons les isomorphismes naturels :
X0(A) ~ 23(A) ~ A, 361(A) X%(A) ~ A3, ot X*(A) désigne led-module des-dérivations antisymétriques
deA. Ainsi {-, -}, € X2(A) correspond au gradieRty € A3 et les opérateurs de cobord de Pmsﬁ@nxk (A —
X**+1(A), pourk =0, 1, 2 deviennent :

820 )=VfxVp, L)=-V(f Vo) +div(HVe, 82(f)=-Ve-(V x f), 2
oufeA, f e A3 etV x f désigne le rotationnel dﬁ tandis que di(/f) désigne sa divergence.

Le résultat suivant joue un réle important dans les cohomologies de Poisson assagiées aous allons
déterminer dans les chapitres suivants.

Proposition 2.1. Pourg € A, considérons le diagramme commutatif suivant, dont chaque colonne représente une
partie du complexéexac) de de Rham.

F A A3
v \L%x
0 M Vo 43 xVg 43 Ve A
v Vx J/div
A Vo PE xVg Je Vo M
v Vx div
A Vo_ 15 xVg PE Vo M

Si le polyndme est quasi-homogene et a singularité isolée alors chacune des lignes de ce diagramme, qui définit
le complexe dit de Koszul, est exacte. De plus, sous cette hypothese, on a encore la propriété: silivan®
venﬁe(V X h) V<p 0, alors il existe( f, g) € A? tel que: h= Vf +gV(p
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3. Cohomologie de Poisson de (A, {-, -}y)

Pour toute cette partigous allons nous donner, comme au chapitre précédent, un polyp&mé quasi-
homogéne, de poids:, w2, w3 € N*, et & singularité isolée. On appelle| la somme des poidgw| = w1+ w2+
w3 et &, (f) le degré d’un polyndm¢ € A quasi-homogéne. Puig,, désignera I'élément de® correspondant
au champ de vecteurs (a poids) d’Euléy,:= (w1x, woy, waz).

On munit l'algébred = F[x, y, z] de la structure de Poisson liée au polyngmet donnée en (1). On notera
Asing I'algébre de fonctions sur le lieu singulier de la structure de Poisson :

Asing: Flx, y, Z]/<g_fv g—(ﬁ, ?)—j>

Puisquep est a singularité isoléedsing est de dimension de Krull nulle et donc c’est krespace vectoriel de
dimension finie égale au nombrede Milnor. Nous fixons(ug = 1, u1, ..., u,—1) € A* une base diF-espace
vectoriel Asing, formée d’éléments quasi-homogeénes.

Comme nous I'avons déja mentionné, 'espace de cohomolétiel, ¢) est 'algébre des Casimirs, notée aussi
CasA, ¢) et la Proposition 2.1 nous permet de démontrerHeA, ¢) est égal adF-espace vectori€p, . F¢'.

Pour les autres modules de cohomologie de Poisson, notre résultat est donné dans les théorémes suivants.

Théoreme 3.1. SoitA = F[x, y, z], munie de la structure de Poisson liée au polyngne.A, quasi-homogéne et
a singularité isolée. AlorsH(A, ¢) est un module libre suEag A, ¢), avec:

{0} sid, () #lwl;
HY(A,¢) = | Cas A, 0)é, = PFe'cs sidp)=lwl.
ieN

Théoréme 3.2. Sous les mémes hypothéses que dans le Thé@dmE3(A, ¢) est leCag.A, p)-module libre
donné par.

n—1
H3(A, ¢) = (D Cas A, p)u; = CagA. ) ®F Asing,
j=0
tandis queH ?(A, ¢) est leCag A, )-module:
n—1 n—1 n—1
HA 9~ P  CadoVuo P CatdouVeo P FVuy,
j=1 j=0 j=1
dy, (u j)#d5, (@) —[w] d;, (u =05, (9)—|w| 5, (u)=d;, (9)—|wl

ou les deux premiers termes donnent la partie libre de ce modul€ast4, ¢). En particulier, H2(A, ¢) ~
D21 Cag A, ¢)Vuj, sid, () < |w| et HA(A, ¢) ~ @'~ Cas A, 9)Vu; @ Cad A, 9) Vo, si 5, (¢) = wl.

Il est intéressant de voir quUé3(A, ¢) est exactement I'algébre des Cassrinsorisée avec I'algébre de fonc-
tions du lieu singulier de la structure de Poisson. De plus, I'étudéel, ¢) montre que la structure de Poisson
{-, -}, est exacte (i.-e. : triviale darf$?( A, ¢)) si et seulement si le degré geest différent de la somme des poids,
ce qui vient du fait que le cobord du champ de vecteurs d’Euler satisffé'(téa,) = —(d,(p) — |w|)%¢). Dans le
cas contraire, les espaces de cohomeldgiPoisson sont toujours des modulekisur les Casimirs. La structure
d’anneau suf *(A, ¢) se retrouve grace a la formule d’Eulef,; - V f = d (f) f, pour f € A quasi-homogene.

Pourg € A, la structure de Poissdn, -}, est toujours unimodulaire car le champ modulaire est nul (voir [4]).
On en déduit que I'homologie et la cohomologie de Poissomident isomorphes, en ce sens que, pour tout
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0<k<3,0na:Hi (A ¢)~ H3* (A, ¢), ol Hy(A, ¢) désigne lek-ieme espace d’homologie de Poisson de
l'algeébre de PoissotA, {-, -},).

4. Cohomologie de Poisson de la surface singuliére

Dans cette partigy € .A désigne toujours un polynéme quasi-homogéne a singularité isoleed Seit4/(p)
l'algeébre de fonctions sur la surface singuliefe {¢ = 0}, que I'on munit de la restriction dg, -}, a F. Les
A,-modules des multidérivations antisymétriques.dyrsont donneés par :

XA = Ay, XA = fe B f-Voelp)), X2A)={fe L fxVoelp)

et 3€"(A<p) ~ {0} pourk > 3. Le cobord de Poisson sut, est obtenu par passage au quotient de celuidur
Pour I'algébre de PoissoA,, la Proposition 2.1 nous permet d’écrirH.O(A(p) ~ F. Puis, pour caIcuIeHl(Aw),

on utilise successivement les calculsHé(A, ) et de H1(A, ¢) tandis que, dans I'obtention déZ(A(p), c'est

de nouveau la Proposition 2.1 et la nature des Casimitd dqui interviennent. Le résultat est précise dans le
théoréme suivant.

Théoréme4.1. On considére I'algebre quotient, munie de la structure de Poisson naturelle provenarit dg,,.
Alors, on a:

n—1 n—1 .
HY(Ay) ~ & Fujén,  H*Ay) = &b Fu;Ve.
j=0 j=0
d, (u j)=dj, (9)—[w] o, (u j)=d5, (¢)—[wl

On en déduit 'isomorphisme naturl*(A,) > H2(A,), donné paé,, — V.
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