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Résumé
Nous construisons une structure de catégorie de modéles de Quillen & engendrement cofibrant sur la catégorie des petite

catégories différentielles gradué®sur citer cet article: G. Tabuada, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A Quillen model structureon the category of dg categories. We construct a cofibrantly generated Quillen model structure
on the category of small differential graded categoriescite this article: G. Tabuada, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340
(2005).
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Abridged English version

Let £ be a commutative ring with unit. By @g categorywe mean a differential gradédcategory [6,2]. Let
DCAT be the category of small dg categories.

We will introduce a cofibrantly gemated Quillen model structure diCAT such that the weak equivalences
will be the quasi-equivalences [6]. We will use theagnition theorem stated in [4, 2.1.19]. We now introduce the
notations needed to define the se{sesp.J) of generating cofibrations (resp. acyclic generating cofibrations).

Following [2, 3.7.1], we definéC to be the dg category that has two objects 1, 2 and whose morphisms are
generated byf € Hom(1,2), g € Hom(2,1), r1 € Hom'(1, 1), r2 € HomH(2, 2) and r1 € Hom2 (1, 2)
subject to the relationsfd=dg =0, dr1 = gf — 11, dro = fg — 1> and d12= fr1 — r2f. Let A be the dg
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category with one object 3, such that Hgii3, 3) = k. Let F be the dg functor fron to K that sends 3 to 1.
Let B be the dg category with two objects 4 and 5 such that ggh¥) = k, Homg(5,5) = k, Homg(4,5) =0
and Hong(5,4) = 0. Letn € Z. Let $"~1 be the complex[rn — 1] and let D" be the mapping cone on the
identity of $”~1. We denote byP(n) the dg category with two objects 6 and 7 such that (6, 6) = k,
Homp,,y (7, 7) = k, Homp,,) (7, 6) = 0, Homp,,y (6, 7) = D" and with composition given by multiplication. Let
R(n) be the dg functor fron8 to P (n) that sends 4 to 6 and 5 to 7. Létn) be the dg category with two objects 8
and 9 such that Hom,,) (8, 8) = k, Honmy () (9, 9) = k, Hony,,y (9, 8) = 0, Hony,,y (8, 9) = $"=1 and composition
given by multiplication. LetS(n) be the dg functor fron€(n) to P(n) that sends 8 to 6, 9 to 7 arft—1 to D”
by the identity onk in degreen — 1. Finally, letQ be the dg functor from the empty dg categd?ywhich is the
initial object inDCAT, to A.

Théoréme 0.1. If we consider forC the categoryDCAT, for W the subcategory of quasi-equivalences, for
the dg functorsF and R(n),n € Z, and for I the dg functorsQ and S(n),n € Z, then the conditions of the
recognition theorenj4, 2.1.19]are fulfilled. Thus, the categoCAT admits a Quillen model structure whose
weak equivalences are the quasi-equivalences.

An analogous result for simplicial categories has been obtained in [1]. Our construction is inspired by the main
result of [7] first discovered in [5] and by the constructionaf; -quotients in [2]. One can easily show that for this
structure, every object is fibrant. Using TheoremTo&n has described the Dwyer—Kan localization [SPD&AT
in [9].

1. Préliminaires

Dans toute la suitg; désigne un anneau commutatif avec 1. Le produit tens@rigésigne toujours le produit
tensoriel suk. Par unelg-catégorienous entendons urecatégorie différentiellgraduée, voir [6,2]. SODCAT
la catégorie des petites dg-catégories. Un dg-fondiedie C versD est unejuasi-équivalencsi :

— pour tous objects; etco dansC, le morphisme de complexes de Hefwy, ¢2) vers Homp (F(c1), F(c2)) est
un quasi-isomorphisme et
— le foncteur H(F) de H(C) vers H(D) est essentiellement surjectif.

Pour les catégories de modéles de Quillen, nous sem®a [4]. On introduira une rsicture de catégorie de
modéles de Quillen a engendrement cofibrant @AT dont les équivalences faibles sont les quasi-équivalences.
Pour cela, on se servira du Théoréme 2.1.19 de [4].

2. Théorémeprincipal

Suivant [2, 3.7.1], nous définissods comme la dg-catégorie avec deux objets 1, 2 et dont les morphismes
sont engendrés par € HomY.(1, 2), g € HomY-(2, 1), r1 € Hom!(1, 1), r2 € HomH(2, 2) etri2 € Hom2 (4, 2)
soumis aux relationsfl=dg=0,dr1=gf —11,dro = fg — 11 etdrio= fr1—raf.

r12

ry C 1@2 Q r2

Soit A la dg-catégorie avec un seul object 3 et telle que HEN3) = k. Soit F le dg-foncteur ded versK
qui envoie 3 sur 1. SoiB la dg-catégorie avec deux objects 4 et 5 telle que B@hM) = k, Homg(5, 5) = k,
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Homg(4,5) = 0, Homg(5, 4) = 0. Soitn € Z. On noteS"~1 le complexek[n — 1] et D" le cbne sur le mor-
phisme identique d§”~1. On noteP(n) la dg-catégorie avec deux objets 6 et 7 et telle que Hane, 6) = k,
Homp,,y (7, 7) =k, Homp,,(7,6) = 0, Homp,,,(6, 7) = D". Soit R(n) le dg-foncteur d&B versP(n) qui en-
voie 4 sur 6 et 5 sur 7. On considére la dg-catégl(ig avec deux objects 8 et 9 telle que Ham(8, 8) =&,
Home(,) (9, 9) = k, Home(,,)(9, 8) = 0, Hony,,y(8,9) = s"=1. Soit S(n) le dg-foncteur de&(n) versP(n) qui
envoie 8 sur 6, 9 sur 7 &'~ 1 dansD” par l'identité surk en degré: — 1. Soit finalemenQ le dg-foncteur de la
dg-catégorie vid®, qui est I'objet initial dan®CAT, versA.

Théoréme 2.1. Si on considére pour catégoriela catégorieDCAT, pour classeW la sous-catégorie dBCAT
des quasi-équivalences, pour classées dg-foncteurs” et R(n), n € Z, et pour classd les dg-foncteurg) et
S(n), n € Z, alors les conditions du théorén, 2.1.19]sont satisfaites.

Remarque 1. Un résultat analogue pour les catégories simpliciales a été obtenu dans [1]. Notre construction est
inspirée par le résultat principal de [7] montré d’abord dans [5] et par la construction des dg-quotients dans [2]. On
peut montrer aisément que pour la structure obtenue, tout objet est fibrant et qu’un dg-féhdeliversD est

une fibration si et seulement si :

— pour tous objects; etco dansC, le morphisme de complexes de Hefwy, ¢2) vers Homp (F(c1), F(c2)) est
surjectif en chaque composante et

— pour tout objet; dansC et tout isomorphisme de F(c1) versd dans (D), il existe un isomorphisme de
c1 verscp dans H(C) tel queF (1) = v.

En s’appuyant sur le Théoréemel2.Toén a décrit la localization de Dwyer—Kan [3]|BEAT dans [9].
On observe facilement que les conditions (i), (i) et (iii) de [4, 2.1.19] sont verifiées.
Lemme2.2. OnaJ —cellC W.

Soitn € Z. SoitT : B — J undg-foncteur quelconque daDE€AT. On considére la somme amalgamée suivante

B*T>\7

R(n)l linc

P(n) i{,{

dansDCAT. Il s’agit de vérifier que inc est une quasi-équivalence. La dg-catéfosiebtient a partir de la dg-
catégorie7 en rajoutant un nouveau morphismae 7(4) versT (5) de degré: — 1 et un nouveau morphisme
[ de T (4) versT(5) de degrén tels que d= j. Pour des objetX etY de 7, on a donc une décgposition de
Homy, (X, Y) en somme directe de complexes

Homy (X, Y) = @ Hom}” (. Y)
m>=0
avec
Hom{" (X, ¥) = (T(5), V) ® D" ® (T(5), T#) @ D" ® - ® D" ® (X, T(4)),

m facteursD"

ou 'on écrit(, ) pour Homy (, ). Puisque le complex®” est contractile, I'inclusion

Homy(X,Y) — Homy(X,Y)
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est un quasi-isomorphisme. Comme le dg-foncteur d’inclusion est I'identité au niveau des objets, c’est une quasi-
équivalence. Soit maintenait: A — £ un dg-foncteur quelconque daDSAT. On considére la somme amalga-
mée suivante

ANt

Fl J/inc

K—t M
dansDCAT. Il s’agit de montrer que inc est une quasi-équivalence. La dg-catégdrgobtient a partir de la
dg-catégorie en rajoutant la dg-catégorié a £ en identifiant les objetd (3) et F(3). Soit Lo la dg-catégorieC
alaquelle on rajoute un morphismavecds = 0 de N (3) vers un nouvel objell . Notons Mod(g la dg-catégorie

des dg-modules (& droite) sdp. On considére le plongement de Yoneda
Lo— Mod Ly, X X.

Soit£; la sous-dg-catégorie pleine de Méxgldont les objets sont le coresurs et les dg-foncteurs représentables.
Soit L5 la dg-catégorie obtenue en rajoutant d&asun morphisme: de degré 1 a I'anneau d’endomorphismes
de C tel que d: est égal a I'identité d€. Notre dg-catégorié s’identifie naturellement a la sous-dg-catégorie
pleine deL, dont les objets sont les images dafysdes objets d&€g. En effet, la dg-catégori& représente le
foncteur deDCAT vers la catégorie des ensembles qui, a une dg-catégassocie I'ensemble des couplesh)
avec d = 0, ous est un morphisme de degrée 0 dé&nst i est une contraction du céne flelans Mod’. Soient

X etY des objets d&€. On a alors une décomposition denodules gradués comme dans [2, 3.1]

Hom((X, ¥) =~ Homg, (X, ¥) = P Homg';(f(, ),
n>0
ou
Hom(cnz)(??v Y) =Homg,(C,¥) ® $?® Homz, (C. ) ® $2® --- ® §? ® Homg, (X, C).

n facteursS?2

Mais dans cette situation, on n’a pas une somme directe de complexes.Qolt- g, -h---h-g1 € Hom%z) (X, 7).
Comme on ad =1, 'image pard de cet élément est égale a
d(gn+1)-hogn-h--hog1 4 (DI guyg-Loga-h- - hogr oo
(n—1) facteursh

On remarque que, pour tout > 0, la somme

m
) Homg2><x, )
n>0
est un sous-complexe de HepiX, Y) et on dispose donc d'une filtration exhaustive de Ho(X, V). Le n-iéme
sous-quotient s’identifie a Ho@(f(, Y). Le complexe Hornl(f(, C) s'identifie au cone sur l'isomorphisme

s, - Homg, (X, 17(?)) = Homg (X, H).
Il est donc contractile et I'inclusion
Hom, (X, Y)—>Homp (X, Y) >~ Homg, (X, )

est un quasi-isomorphisme. Commdevient un isomorphisme dan€ &) et que le dg-foncteur d’inclusion est
I'identité au niveau des objets, il est bien une quasi-équivalence.

Pour demontrer qué —injn W = I —inj on considére la classaurj formée des dg-foncteuts: H — Z dans
DCAT qui vérifient :
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— G induit une surjection de I'ensemble des objetgisur 'ensemble des objets de
— G induit des quasi-isomorphismes surjectifs dans les complexes de morphismes.

Lemme23. Onal —inj=Surj=J —injnW.

Ce lemme est démontré dans [8].
Nous avons vérifié qud — cell C W (Lemme 2.2) et qud — inj est égal &/ — injnW (Lemme 2.3). Ces
conditions impliguent celles du théoréme de Hovey [4, 2.1.19].
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