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Résumé
Cette Note est consacrée a I'étude de la consistance d’un algorithme stochastique ayant pour objet I'estimation d’'un parametr
sous une condition de-mélangePour citer cet article: A. Ait Saidi, A. Dahmani, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abstract

Study of the consistency of a stochastic algorithm under mixing. This Note is devoted to the study of the consistency of a
stochastic algorithm having for object the estimates of a parameter under strong mixing assurogii@this article: A. Ait
Saidi, A. Dahmani, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abridged English version

The problem

This Note is set in the framework of the estimate of a real parangetetroduced into the autoregressive
model (1) whergé,), is a sequence of stationary random variable with zero mean, and yéharelg are numer-
ical functions defined oi®, with fy derivable with respect té. This work concerns the study of the parameéter
when the error variablg, is under strong mixing assumption.

Estimator and asymptotic study

The main goal is to estimatg specifying the rate of convergence. To this end, we introduced the stochastic
algorithm@,, defined by (2) and studied the pointwise almost complete convergence of the estimatder some
regularity conditions. More precisely, under the assumptions (6)—(13) and (14) we obtain (15).

Adresse e-mail : dahmany@wissal.dz (A. Dahmani).

1631-073X/$ — see front mattdrl 2004 Académie des sciences. Publié piaetiier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.11.001



50 A. Ait Saidi, A. Dahmani / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 49-54

Some remarks about asymptotic result
Firstly, we consider the sequen¢g,), as a geometrically strong mixing sequence. In this case, the mixing
coefficientsx(n) satisfy the following condition:

¢ >0, Ir 10,1, o) <ct" Vn.

Note that the condition (11) is verified for ahy Therefore we can simplify the hypothesis (12) as (31).
Secondly, we consider = +o0. In this case, we may write the hypothesis (12) (respectively (14)) as follows
32 45 <av— 1 (respectively > ),

Application

To forecasting the evolution of the rates of exchange while using the nibgdehe functionfy (X,) can be
interpreted like the conditional mean (dependentdrof X, 1 given the backward shift angd(X,,) like the
conditional standard deviation.

1. Introduction

Cette Note est consacrée a I'étude de la consistance d’un algorithme stochastique ayant pour objet I'estimatiot
d’'un paramétr@ inconnu, réel et non nul, introduit dans un modéle autorégressif non linéaire

Xpnt1= fo(Xn) + g(Xn)énsa (1)

ou (&,), est une suite stationnaire de variables aléatoires réelles centréegetigisont deux fonctions numé-
riques définies suR , avec s dérivable par rapporté

Ce modele peut étre vu comme une extension du modéle autorégressif a indidefitg (Ou modéle ARCH,
voir [3-5]). De fait, ce modéle hérite des potentialités des modeles ARCH en termes d’applications. L'interprétabi-
lité du parametre introduit dans ce modéle le rend pdifiment intéressant dans la pratique et notamment trés
populaire dans la communauté de I'économétrie de la finance. L'estimation du parérdetta procédure (1),
dans le cadre d’erreurs aléatoiresiépendantes, a été amorcée par Bondarddahmani [1]. Plus récemment,
Dahmani et Ait Saidi [2] ont généralisé ce résultat au cadre fortement mélangeant lorsque les erreurs aléatoire:
&, sont bornées. Ce cadre englobe de nombreux modéles utilisés en statistique mathématique, comme le mont
Doukhan [5] dans son ouvrage sur le mélange. Dans urexttéanalogue au notre et concernant les différentes
modélisations de la dépendance du bruit d’un algorithimehststique, on peut se reporter a la note de Bandriére et
Doukhan [6].

Notre travail consiste & étendre les résultats cités en [2] au cas de variables aléatuirebornées en donnant
un résultat sur la vitesse de convergence presque compléte ponctuelle pour I'estiméteur de

2. Estimateur et étude asymptotique

L'objectif principal consiste a estimer le paraméiren précisant la vitesse de convergence presque compléte
pour son estimateur. Dans ce but, nous introduisons 'algorithme de Kholev [7] défini par :

0
On1 =0 + %(Xn+1 — fo, (X@)%(Xn), neN*, aeRy. )
Sion pose
_ 0fs, _ Jo,(x) = fo(x) 9f,
Hp,(x) = 20, (x)g(x) et R, (0,x)= T 6.=0 9, (x) 3
on obtient

Ony1— 60 = (0, — 9)<1— %Ren ©, Xn)> + <%>H0n (Xn)&n+1; 4)
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par itérations successives, la relation (4) devient

I1 (1— ?RQ,. (9,xi))‘
i=1
n a n a -1
x( Or1—0)+ > (E I1 (1— —Ro, 0, Xo) Hem(xm>ém+1>
m=1 i=1

Introduisons maintenant les hypothéses suivantes :

|9n _9|:

) . (5)

VxeR, VO eR*, O<v<Re(6,x)<p<o0, (6)
VO e R*, |Hy(x)| < B < oo, (7)
6 est un parametre qui vérifie a prighp — 6| < M < oo, (8)
T (e, M) =cexplavy)n® — M >0 9)

ouy estlaconstante d’Eulet,> 1,¢ > 0,a > 0,
Ap>2,¥1>0, P[lgn|>1t]<t7?. (10)

Par ailleurs, afin de simplifier les hypotheses aipg les aspects techniques, nous nous limiterons au cas ou
les&;, sont algébriquement fortement mélangeants en ce sens que les coefficients de mélange sont tels que, po
des constantas> 1 etb un réel positif,

a(n) <cn™? (11)
et que la condition de décroissance algébrique (11) soit satisfaite pour une vabeugrifeant
4b 3-b
w=0, 2EPCZbH s 1 (12)
b+Dp

Enfin, notons que si les erreurs aléatoifgs.1 sont a-mélangeantes alors les transformées aléatoires
G [T, a— <Ry, (Xl-))—ngm (Xm)ém+1) sont aussi fortement mélangeantesdefficients de mélange inférieurs
ou égaux a ceux de la suitg, +1)n -

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant :

Théoréme 2.1. Sous les hypothéses (6)—(12)et s

1
O<a<—, (13)
2p
alors, pour tout réel positif b satisfaisant a
2— 2 1
b CTW ecvpe 0. 1 etg esttel que 2 + = =1, (14)
Vo P 4

ona:
6, —0 =0(R/n"%logn) p.co. (15)

Démonstration. Nous avons
n n
a av
Iogq (1— —Roi (6, X,-)) < 2;—7 = —av(logn + y,)
1= 1=

ouy, estdéfinie par larelatiop, = _7_; l—l —logn =y + (¥ (n+1) —logn) ouy (-) désigne la fonction digamma.
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Il est facile de vérifier que, — y,—1 =log(1 — %) + ;1 < 0, pour toutn > 1. On aboutit alors au résultat bien
connu que la suitg, décroit vers la constante d’Eulgr soit

. "1
Ya>y= lim {Zl—,—logn =0.577215...

n—-+00
i=1

A partir de cette relation, nous obtenons

Iogl_[ (1 - —Rg, o, X; )) —av(logn + y,) < —av(logn + y)
i=1

ce qui permet de conclure que

n

I1 (1— —Roi (0, X; )) exp(—avy)n™? (16)
i=1
et par suite, en utilisant (5) on déduit que

P16, — 61> ¢] < [Z ]"[(1——1%@1(9 X)) Hg,, (Xm)ém 41

Par ailleurs, pour un entier naturehssez grand, on® /(n®* explavy)) < €/2 ce qui implique que

> 7T (e, M):|.

> En‘w, (17)

T, M)=n exp(avy)<€—m> 2

d’'ou
P[16, — 6] > ¢] [

aveci = g. Une application d|recte de l'inégalité expotiefie de Fuk—Nagaev donnée par Rio (1999, formule
(6.19a)), aux variables fortement mélangeantes

(l— —R@l (9 X; )) H9m (Xm)ém-i-l

> 4An””:|

a

m -1
Im = - ll_!- (l — ?—,Rgi (X1)> Hp,, (Xm)&m+1 (18)

amene alors entilisant (10) que pouts > 0 et pourr > 1ona:

)\' avy2 —r/2
P[16, — 9|>e]<4<1+( " )> +4Cnr—1<
rs

n

b+ p/(b+p)
) (19)

Anavy
avecC = 2p(2p — 1)~ 1(2b¢)(P—D/(+D) gt

sy = Z Z | cOM(Gm, &5)| = Z varn) + Z Z | coM(Em, ). (20)

m=1s=1 m=1s#m
D’une part, sous I'hypothése (10), nous avons

AN < 400: E(E2)< N et varg,) < Cym?@~D
avecCy = B2a®N exp(2apy + (ap)?). Commen < %, on en déduit que

Z var(¢p) = Z Tam <Dy (21)

carils ag|t d’'une somme patrtielle d’'une série a termes positifs convergente.
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D’autre part, pourm # s,
| COV(&m» Cs)| < szap—lsap—l|E($m+1§S+l)|

avecCy = B2a?exp(2apy + (ap)?). Sous la condition (5)nous pouvonstiliser I'inégalité de Davydov—Rio
donnée par Rio (1999, formule (1.12c)) pour obtenir :

| EEmagern)| < 2(a(|on + 1) — s + D))" =29 o (Im — 51))"*
et donc
| COVEn. £5)] < 29 Cam™ 5% =Y (ar(Im — 51)) /7. (22)
En appliguant une seconde fois I'inégalité de Davydov—Rio aux varighlesous obtenons
Vim#s. | covGn. &)| < 2q((Im — 1))V C2 (23)

car les coefficients de mélange de la syéig),,, sont inférieurs ou égaux a ceux de la suég),, .
En rassemblant (22) et (23), on a

Z Z | coMgm, &5)| < Z 2(1 ” quCz ()Y + 202Cag (o (un)) (24)
m=1ms#s

Ou encore
33 [c0u@n. £)| < 2DC2D1 + 2n2Cag (a(un)) (25)
m=1mzs

avecDy = Y }_ q(a(k))Y9.
Ainsi, en prenani,, = [n'°], les crochets désignant la partie ergiéet en utilisant (11)14), (21) et (25) nous
obtenons, pout assez grand :

53 =o(n") (26)
car
2n2Caq (a(ua)/? _ 2Caqc/
nav = pav—2+vob/q — 0.

Ainsi en tenant compte de (26), on arrive a
P[|9n—9|>e]<A1+A2 (27)

avecA = 4(1+ A%n® /r)~"/2 et Ap = 4Cnr—1(r/(An®"))C+DP/(+P) Pour obtenir la vitesse de convergence, on
prendi = %,/n—“v logn. On peut toujours choisir sous la forme- = A(logn)?, et on obtient

2 —r/2
n<logn ,logn 0232
A1=4(1+ < Aexp| — =An™" 28
16r S 7732 (28)
ou A désigne une constante positive générique. En ce qui condermsmus avons
_p(®+D
1 pb+1) p+l)  _ avp(+l) 1+ pb+1) n b+p —p(+1) _ p+1 —(av-1) p(b+1)
A2 =A4Cnr—r o#p A b¥r n b+p  =4Cnr b+p Z (|Ogn) 20+p) p 20+pp 2(+p) |

A cause de = A(logn)?, on a

b@Bp—4—p bR2—p)+p —(av-1) p(b+1)
A =4C(logn) 20+p pn 26+r) p 20b+p) |
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Gréace a I'hypotheése (12), nous obtenons

b@Bp—H—p _q_pb+Dh
A2 < 4C(|ogn) 20+p) n 20+p) |

Sp(b+1)

Donc il existed = i 0 tel que

Az < An~t, (29)
d’ou, pours = 2n/n—%" logn suffisamment grand, on a

P[|9n — 0| > 2ny/n=av |Ogn] < An_"2/4 +An 1 < Ap 14, (30)

Le terme de droite de 'inégalité précédente est celui dsére convergente. Ainsi (30) achéve la démonstration.

Remarque 1. Si les variables aléatoiréssont géométriquement fortement mélangeantes en ce sens que les coeffi-
cients de mélange sont tels que, pour des constat@s; etr €]0, 1[, (n) < ¢t" Vn > 1, alors la condition (11)

est vérifiée pour toub. Dans ce cas, sans nuire a la vitesse de convergence, on peut simplifier la condition (12)
comme suit

4—
35>0, — L ys<av—1 (31)
)

Remarque 2. Dans le cas limitep = +o00, la condition (12) (respectivement (14)) devi%ﬁ—{ +8<av—-1

(respectivemert > 2;;‘” ).

3. Application

Pour prévoir I'évolution des taux de change en utilisant le modeéle (1), la fongi@x,) peut s'interpréter
comme la moyenne conditionnelle (dépendant@iée X, .1 sachant le passé g(X,) comme ['écart type
conditionnel.
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