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Résumé

Nous présentons un probléeme de reconstruction de polyndmes linéaires ainsi qu’un algorithme en temps polynomial de
résolution de ce probléme dans un cas simple. Nous en déduisons un algorithme alternatif performant de décodage des cod
de Gabidulin introduits en 198®our citer cet article: P. Loidreau, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).

0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the reconstruction of linearized polynomials: a new decoding algorithm for Gabidulin codeswWe describe a recon-
struction problem for linearized polynomials. We equally describe a polynomial-time algorithm enabling to solve this problem
in a simple case. From this algorithm we deduce an alternative efficient decoding algorithm for Gabidulin codes introduced in
1985.To citethisarticle: P. Loidreau, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).

0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In 1985, Gabidulin introduced the rank metric and presented a family of optimal codes for rank metric. He
designed a polynomial-time decoding algorithm correctimgse codes up to their error-correcting capacity [3].
Another version of the decoding algorithm was presemei®d1 in [4]. Independantly, Roth presented a different
approach of this family, together with a decoding algorithm, see [9]. The different algorithms solve the following
decoding problem in a finite fiel@F(p™).

Decodingy, C, 1).
Find, when it existsg € C, ande whereRg(e| GF(p)) <t suchthaty=c+e.
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Herey is a vector of lengtl overGF(p™), C is a Gabidulin code ovesF(p™), t its error-correcting capacity, and
Rg(e| GF(p)) is the rank ofe € GF(p™)" when considered as(a: x n)-matrix overGF(p). Gabidulin codes are
closely related to the theory of linearized polynomials introduced by Ore in 1933, 1934 [6,7]. Namely, given a finite
field GF(p™), andg = (g1, . . ., g») where theg;'s areGF(p)-linearly independent ovésF(p™), the codewords of
Gal(g, k) are the vectors = (¢(g1), ..., q(gn)), Whereq(z) = Zf;& gizP" . The polynomial (z) is by definition

a linearized polynomial op-degree< k — 1. Gabidulin codes are thus evaluation codes of linearized polynomials
over elements 0&GF(p™). On the algebra of linearized polynomials, we define the following search problem.

Reconstructionly = (y1, ..., 1), 9=(g1, ..., &n), k, 1).
Find the set ¥, ¢) whereV is a non-zero linearized polynomial pfdegree< ¢ and whereg is a linearized
polynomial ofp-degree< k, such thatV (y;) =V x ¢g(g;),foralli=1,...,n

Theorem 3.1 shows that solvirﬁgaconstructior(y, 0, k, t) implies solvingDecodindy, Gal(g, k), 7).
Let S = ((g”H P oY) ’1”_6) where from now on[j] states for p/. We consider the lin-
ear system de&gnecf by (3) |n the French version. This system is in the unkrwwne)o,...,vt)T, and

/\fdef (no, ...,nk+1—1)T. Proposition 3.2 shows that any solution Réconstruction(y, g, k, r) gives a solution
to this system. Thus, by solving (3) we obtain a set that contains the soluti®ecofistructiony, g, k, ).

If the dimension of the space of solutions is 0 or 1 there is a relation between the solutions of (3) and the solution
of Reconstruction(y, g, k, t). If its dimension is larger than 2, then there is no obvious link between them.

In the case we are interested in, that is to know decoding up to the error-correcting capalithg code, the
dimension of the space of solution of (3) is either equal to 0 or to 1. From any solution of (3) we obtain the unique
solution, if this solution exists, ddecodindy, Gahg, k), t).

To design our decoding algorithm, we need to solve (3). To do it efficiently in time complexity, we set

(G111
s=(Gh):
whereG1 = (gE”)fié}i’f’ is the upper-left square matrix &fof sizek + ¢. Solving (3) is equivalent to solving

the system

GiN + 11V =0,
GoN + Y2V =0.

Since theg;’s are linearly independent ov&F(p), the matrixG1 is non singular. Solving (3) is therefore
equivalent to solving system (4) whele= —GIl andT = —Gszl are of respective sizé& +t) x (k+ ) and
(n —k —1) x (k+1t). These matrices do not depend on the vegtand can thus be precomputed.

Input The code Gatwm, k) with error-correcting capability, a vectory whose distance to Gédp k) is < ¢, and the
matricesU andT .
Output The unique 2-uplede Gah(g, k), €) wherey = c+ eand Rge | GF(p)) <t

Decoding procedure

(i) Solve system (4) and getasolu'u(mf0 (ni); 2 k*’ 1 Vo = (v)i_p)-

(ii) Let No(z) = Zkf{) lnjz etVo(z) = Z Ov,z[’ Determinggg such thatNg = Vo x go [6]-
(iii) Return(c=(qo(g1),.--,q0(gn)),€=Y —0C) .

Since in the case of Gabidulin codes- k —r =t ort — 1, depending on the parity of the minimum distance of
the code, the time complexity of the algorithnris(k + 1) (k + 12 + 2¢) + 13/2 products irGF(p™).
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1. Introduction

En 1985, Gabidulin [3] introduisit la imn de métrique rang sur les espaces de codes correcteurs. Dans ce méme

article, il étudia une famille de codes optimaux pouteenétrique, et congu dans le méme temps un algorithme
polynomial de décodage jusqu’a leur capacité de ctmecindépendamment, R. Roth redécouvrit ces codes en
1991 [9]. Ces codes, disposant d'algiemes de décodage en temps polynomial sont utilisés dans la conception de
cryptosystemes a clé publique résistants [4,5,8].

Dans cette note, nous montrons que le probléme de décodage de codes de Gabidulin jusqu’a leur capacité c
correction est un cas particulier d’un probléme plus général que nous nommerons probléme de reconstructior
des polynémes linéaires, par analogie au célebre probléme de reconstruction de polynémes [2,10]. Les polyndme
linéaires furent étudiés par Ore [6,7]. Nous décrivons également une méthode générale de résolution de ce problérmn

de reconstruction et, dans le cas des codes de Gahidolirs montrons que cette méthode permet de dériver un
algorithme performant, polynomial en temps, de décodage de ces codes jusqu’a leur capacité de correction.

2. Préliminaires

Dans la suiteGF(p™) désigne le corps fini @™ éléments olp est une puissance d'un nombre premier. Par
commodité on notera parfofg] = p*.

Définition 2.1 (Métrique rang[3]). Etant donné un corps fiGF(p™), et un vecteuy = (y1, ..., y,) € GF(p™)",
on définit le rang suGF(p) dey comme étant le rang de la matrice formée en prenant les coordonnégs des
relativement & une base @&(p™) surGF(p). On le note Rgy | GF(p)).

Définition 2.2 (Codes de Gabidulif3]). Soitk un entier positifg = (g1, g2, ..., gn) € GF(p™)", ou lesg; sont
linéairement indépendants 9B8F(p). Le code de Gabidulin, noté Gah k), est défini par

k=1

Gahg, k) = {(q(gl),---,q(gn)) ‘q(X) =Y qix'", g e GF(p™) .
i=0

Un polyndme linéaire oy-polynéme dep-degrék tel que défini par Ore s’écrit sous la formgex) =
Zfzoqix[”, gi € GF(p™) [1,6,7]. Le code Gatwy, k) est donc un code d’évaluation de polyndmes linéaires de
p-degré < k sur des éléments linéairement indépendants d’un corps fini. Il est de diméndi@s codes de
Gabidulin sont des codes optimaux pour la métrique rang [3].

En métrique rang le probléeme de décodage d'un code jusqu’a une distaiéc®nce de la fagon suivante, ou
C désigne un code de longueusurGF(p™), y est un vecteur de longueuy etz est un entier positif.

Décodagey, C, 1).
Trouver, s'il en existe € C etee GF(p™)" avecRg(e | GF(p)) <t telsquey=c+e.

Il existe des algorithmes en temps polynomial résolvant le prob@éwedagéy, Gal(g, k), r) out désigne la
capacité de correction du code de Gabidulin @Gab) [3,4].
3. Le probleme de reconstruction des polynémes linéaires

Les polynémes linéaires s@F(p™) sont les endomorphismes linéaires@E(p™) considéré comme espace
vectoriel surGF(p). Munis des lois d’addition, noté¢, et de composition, notée, des applications linéaires
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ils forment une algébre suBF(p). On définit le probléme de reconstruction de polyndmes linéairegy, vu
(y1,...,yn) €tg= (g1, ..., gn) Sont des vecteurs quelconquesEE(p™)" et, ouk etr sont des entiers positifs.

Reconstruction(y, g, k, t).
Trouver tous les coupled/, g) ou V est un polynéme linéaire non nul gedegré< r etq est un polynébme
linéaire dep-degré< k, vérifiantV(y;) =V x g(g), Vi=1,...,n.

Si g1, ..., gx sont linéairement indépendants $BF(p), alors le théoréme suivant donne une relation entre
Reconstruction(y, g, k, t) etDécodagé¢y, Gal(g, k), t).

Théoréme 3.1.Une solution &Reconstruction(y, g, k, ), donne une solution Bécodagé¢y, Gal(g, k), 7).

Preuve. Soit £ I'ensemble des solutions deeconstruction(y, g, k, t). Prenong V1, g1) € L. Alors pour touti,
Vi(y;) = V1 x ga1(gi) soit, par linéarité dé/1, Vi(y; — g1(gi)) = 0 pour touti. Ces égalités sont strictement
équivalentes aux égalités= y; — g1(g;) ou lese; appartiennent a un espace vectorielG#(p) de dimension au
plus égale aw-degré deV; soit, au plus égal 4[6,7]. Ce qui est encore équivalent a écnire= g1(g;) + e; pour
touti, ol le vecteue = (eq, ..., e,) est de rang au plus égakabDonc(c, e) ol ¢ = (g1(g1), - .., q1(gn)) €St Une
solution deDécodagéy, Gallg, k),t). O

On s'intéresse désormais a la résolution du probl&eeonstruction(y, g, k,t) qui est plus général que

Décodagéy, Galg, k), t). Résoudrd&keconstruction(y, g, k, t) correspond a résoudre

Vi) =V xq(g), Yi=1..,n, 1)
dont les inconnues sont les polyndmes linéairds) &' Yl ouizl! etq(z) def Z];;(]jqu[j]. C’est un systéme
quadratique da équations & + ¢ + 1 inconnues. Il n’existe pas de résultat générique concernant la complexité
exacte de résolution de tels systémes. Les meilleamss consistent a trouver des bases de Grébner de I'idéal
engendré par ces équations. Considérons désormais le systéme d’équations

V(yl):N(gl)5 Vi:la"'7n7 (2)
dont les inconnues sont les polynomes linéalrgs) &'y _ vz et N (2) ":Efz’;ig‘ln,-z[ﬂ. C'’est un systéme
linéaire dont les inconnues sont les- 2¢ + 1 coefficients deV(z) et deV (z).

Proposition 3.2. L'ensemble des solutions du syst§@)contient toutes les solutions du syst§he
Preuve. Soit (Vg, go) une solution de (1), le couplé’p, No = Vo x po) est une solution de (2).0

On s’attache dorénavant a la résolution du systéme (2).
Ecrivonsy d:ef(vo, )T et d:E}f(no, ... -1 T . Posons

k-1
g1 - g[l+z Hy e ygf]
S = E t. . E E *. . E n.
-1
g gy !
Résoudre le systéme (2) est équivalent a résoudre le systéme matriciel aux incongillés
N
S =0. 3
x ( y €)

L'ensemble des solutions de ce systéme forme un espace vestdaet la dimension nous donne des informations
sur les solutions du systéme (1).
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(i) Si S estde dimension 0, la seule solution possible de (3), donc de (1), est le vecteur nul. Comme 0 n’est pas
éligible en tant que solution, il n’y a pas de solution au probl&eeonstruction(y, g, k, t).
(i) Si S estde dimension 1, on peut montrer que, quelle que soit la solution de (3), elle donne toujours la méme
solution pour (1), quand celle-ci existe. DdReconstruction(y, g, k, ¢) a au plus une solution.
(iii) Si S est de dimension > 2, le nombre de solutions de (3) est éggh’&, et il n'y a pas de lien évident
entre les espaces de solutions de (1) et de (3). Pour déterminer les solutitesodstruction(y, g, &, ¢), on
énumere lep™ — 1 solutions non nulles du systéme (3), et on teste leur validité.

4. Algorithme de décodage des codes de Gabidulin

Nous venons d’établir un lien entre le décodage des codes de Gabidulin et le probléeme de reconstruction de
polynémes linéaires. Considérons le décodage jusqu’'a la capacité de correction. Cela correspond au cas ou |
récepteur recoit le vecteyr de longueum tel quey = c + e avec Rde | GF(p)) <t = |(n — k)/2], etc =
(g(g1),...,q(gn)) OUg estun polyndme linéaire de-degré< k. La matriceS correspondant au systeme (3) est
donc une matrice de taille x (k + 2r + 1), ouk + 2t + 1 < n. On peut montrer dans ce cas que I'espace vectoriel
des solutionsS est de dimension au plus égale a 1. Une solution du probRacenstruction(y, g, k, t) permet
donc de retrouver la solution que I'on sait unique du prolg@® décodage. Il s’ensuit I'algorithme de décodage
suivant :

Entrée: le code Galn, k) de capacité de correctionun vecteur a distance inférieureade Galig, k).
Sortie: L'unique couple(c, €), ouc € Gal(g, k) tel quey = c + e, avec Rge | GF(p)) <.

Algorithme de décodage

(i) Construction de la matricg utilisée dans le systeme (3).
(i) Résolution de (3). On choisit une solutigVp = (nl-)f:é_l, Vo= (vi)i_g).
(iii) Soit No(z) = Z'}ig_lnjz[f] et Vo =Y i_ovizl!l. Déterminergo tel que Ng = Vo x go, par division eucli-
dienne.
(iv) Retourner(c= (qo(g1),---,qo(gn)),€=Yy —0C) .

En négligeant la complexité de I'addition ddBE(p™) et I'élévation & la puissanggiéme, par rapport au co(t
d’une multiplication dan&F(p™), la complexité totale en temps de I'algorithme®sik + 21)3/2+ 1 (k + 1) + kn
multiplications. Le terme au cubg@ + 2r)2 prépondérant correspond & une méthode de pivot de Gauss afin de
résoudre le systéme (3)k + 1) correspond au colt de la division euclidienne par I'algorithme de Orey; et
correspond au calcul d=en évaluant le polyndme sur lesg; .

Par rapport aux autres algorithmes de décodage, la complexité de celui-ci n’est pas bonne. En effet, le facteu
cubique est en général trés grand. Cependant, comme la matio@e partie fixe qui ne dépend queglet une
partie dépendant du vecteyrecu, on peut diminuer notablement la complexité de I'algorithme.

Ecrivons

(G111
- (&h)
ouG1 = (gl[j])fif’;ig_l est la matrice carrée supérieure gauche de taile de S. Résoudre (3) revient a résoudre

G1N + 11V =0,
GoN + YoV =0.
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Comme leg; sont linéairement indépendants §f(p), la matriceG1 est inversible. Résoudre le systeme (3) est
donc équivalent a résoudre le systéme suivant :

N =U x (Y1V), (4)
(T x Y1) +Y2)V =0,

oul = —Gl‘1 etT = —GzGl‘1 sont deux matrices de taille respectivem@nt ¢) x (k+1) et(n —k —1) x (k+1).
Celles-ci ne dépendent pas du vectguecu et peuvent donc étre précalculées.

Entrée: Le code Galy, k) de capacité de correctian un vecteuly a distance inférieure ade Galig, k), les
matricesU et T.
Sortie: L'unique couple(c, e), ouc € Gahg, k) tel quey = c+ e, avec Rge | GF(p)) < ¢.

Algorithme de décodage

(i) Résolution du systeme (4) par pivot de Gauss et multiplications matricielles. On choisit une soMgien
m) T Vo= )l _y).
(i) Soit No(z) = ’;16—1n,-z[ﬂ etVo(z) = Y i_ovizl!l. Détermineig tel queNo = Vo x qo, par division eucli-
dienne.
(iii) Retourner(c= (go(g1),...,q0(gn)),€=Yy —0C).

Seule la premiére étape de résolution du systemeaegdifide par rapport a I'algorithme précédent. Comme, dans
notre casy — k —t = ¢ ou bienr — 1 suivant la parité de — k, on passe d’un co(t de résolution@nt 2r)3/2 pour
le premier algorithme, & une complexitéde?(k +1) +13/2+t(k+1) + (k+1)° = (k + 1) (k + 12+ 2t) +13/2.
Le gain de complexité entre les deux algorithmes est trés significatif.

A titre comparatif, la complexité des algorithmes décrits dans [4,9] est sensiblement é¢atetam) + 3
opérations dans le cor@&F(p™).
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