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Résumé

Nous présentons un problème de reconstruction de polynômes linéaires ainsi qu’un algorithme en temps polyn
résolution de ce problème dans un cas simple. Nous en déduisons un algorithme alternatif performant de décodage
de Gabidulin introduits en 1985.Pour citer cet article : P. Loidreau, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the reconstruction of linearized polynomials: a new decoding algorithm for Gabidulin codes.We describe a recon
struction problem for linearized polynomials. We equally describe a polynomial-time algorithm enabling to solve this p
in a simple case. From this algorithm we deduce an alternative efficient decoding algorithm for Gabidulin codes intro
1985.To cite this article: P. Loidreau, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In 1985, Gabidulin introduced the rank metric and presented a family of optimal codes for rank met
designed a polynomial-time decoding algorithm correcting these codes up to their error-correcting capacity
Another version of the decoding algorithm was presented in 1991 in [4]. Independantly, Roth presented a differ
approach of this family, together with a decoding algorithm, see [9]. The different algorithms solve the fol
decoding problem in a finite fieldGF(pm).

Decoding(y,C, t).
Find, when it exists,c∈ C, ande whereRg(e | GF(p)) � t such thaty = c+ e.

Adresse e-mail :pierre.loidreau@ensta.fr (P. Loidreau).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.10.004
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Herey is a vector of lengthn overGF(pm), C is a Gabidulin code overGF(pm), t its error-correcting capacity, an
Rg(e | GF(p)) is the rank ofe∈ GF(pm)n when considered as a(m × n)-matrix overGF(p). Gabidulin codes are
closely related to the theory of linearized polynomials introduced by Öre in 1933, 1934 [6,7]. Namely, given
field GF(pm), andg = (g1, . . . , gn) where thegi ’s areGF(p)-linearly independent overGF(pm), the codewords o
Gab(g, k) are the vectorsc = (q(g1), . . . , q(gn)), whereq(z) = ∑k−1

i=0 qiz
pi

. The polynomialq(z) is by definition
a linearized polynomial ofp-degree� k − 1. Gabidulin codes are thus evaluation codes of linearized polynom
over elements ofGF(pm). On the algebra of linearized polynomials, we define the following search problem

Reconstruction(y = (y1, . . . , yn),g = (g1, . . . , gn), k, t).
Find the set (V,q) whereV is a non-zero linearized polynomial ofp-degree� t and whereq is a linearized

polynomial ofp-degree< k, such thatV (yi) = V × q(gi), for all i = 1, . . . , n.

Theorem 3.1 shows that solvingReconstruction(y,g, k, t) implies solvingDecoding(y,Gab(g, k), t).
Let S = ((g

[j ]
i )

n,k+t−1
i=1,j=0 | (y

[j ]
i )

i=n,j=t

i=1,j=0), where from now on[j ] states forpj . We consider the lin-
ear system designed by (3) in the French version. This system is in the unknownsV def= (v0, . . . , vt )

T , and

N def= (n0, . . . , nk+t−1)
T . Proposition 3.2 shows that any solution ofReconstruction(y,g, k, t) gives a solution

to this system. Thus, by solving (3) we obtain a set that contains the solutions ofReconstruction(y,g, k, t).
If the dimension of the space of solutions is 0 or 1 there is a relation between the solutions of (3) and the

of Reconstruction(y,g, k, t). If its dimension is larger than 2, then there is no obvious link between them.
In the case we are interested in, that is to know decoding up to the error-correcting capabilityt of the code, the

dimension of the space of solution of (3) is either equal to 0 or to 1. From any solution of (3) we obtain the
solution, if this solution exists, ofDecoding(y,Gab(g, k), t).

To design our decoding algorithm, we need to solve (3). To do it efficiently in time complexity, we set

S =
(

G1 Y1
G2 Y2

)
,

whereG1 = (g
[i]
j )

k+t−1,k+t
i=0,j=1 is the upper-left square matrix ofS of sizek + t . Solving (3) is equivalent to solvin

the system{
G1N + Y1V = 0,

G2N + Y2V = 0.

Since thegi ’s are linearly independent overGF(p), the matrixG1 is non singular. Solving (3) is therefo
equivalent to solving system (4) whereU = −G−1

1 andT = −G2G
−1
1 are of respective size(k + t) × (k + t) and

(n − k − t) × (k + t). These matrices do not depend on the vectory and can thus be precomputed.

Input: The code Gab(g, k) with error-correcting capabilityt , a vectory whose distance to Gab(g, k) is � t , and the
matricesU andT .
Output: The unique 2-uple (c∈ Gab(g, k),e) wherey = c+ e and Rg(e | GF(p)) � t .

Decoding procedure:

(i) Solve system (4) and get a solution(N T
0 = (ni)

k+t−1
i=0 ,VT

0 = (vi)
t
i=0).

(ii) Let N0(z) = ∑k+t−1
j=0 nj z

[j ] etV0(z) = ∑t
i=0 viz

[i]. Determineq0 such thatN0 = V0 × q0 [6].

(iii) Return (c= (q0(g1), . . . , q0(gn)),e= y − c) .

Since in the case of Gabidulin codesn− k − t = t or t − 1, depending on the parity of the minimum distance
the code, the time complexity of the algorithm is≈ (k + t)(k + t2 + 2t) + t3/2 products inGF(pm).
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1. Introduction

En 1985, Gabidulin [3] introduisit la notion de métrique rang sur les espaces de codes correcteurs. Dans ce
article, il étudia une famille de codes optimaux pour cette métrique, et conçu dans le même temps un algorit
polynomial de décodage jusqu’à leur capacité de correction. Indépendamment, R. Roth redécouvrit ces code
1991 [9]. Ces codes, disposant d’algorithmes de décodage en temps polynomial sont utilisés dans la concept
cryptosystèmes à clé publique résistants [4,5,8].

Dans cette note, nous montrons que le problème de décodage de codes de Gabidulin jusqu’à leur ca
correction est un cas particulier d’un problème plus général que nous nommerons problème de recon
des polynômes linéaires, par analogie au célèbre problème de reconstruction de polynômes [2,10]. Les p
linéaires furent étudiés par Öre [6,7]. Nous décrivons également une méthode générale de résolution de ce
de reconstruction et, dans le cas des codes de Gabidulin, nous montrons que cette méthode permet de dérive
algorithme performant, polynomial en temps, de décodage de ces codes jusqu’à leur capacité de correcti

2. Préliminaires

Dans la suite,GF(pm) désigne le corps fini àpm éléments oùp est une puissance d’un nombre premier.
commodité on notera parfois[i] def= pi .

Définition 2.1 (Métrique rang[3]). Étant donné un corps finiGF(pm), et un vecteury = (y1, . . . , yn) ∈ GF(pm)n,
on définit le rang surGF(p) de y comme étant le rang de la matrice formée en prenant les coordonnéesyi

relativement à une base deGF(pm) surGF(p). On le note Rg(y | GF(p)).

Définition 2.2 (Codes de Gabidulin[3]). Soit k un entier positif,g = (g1, g2, . . . , gn) ∈ GF(pm)n, où lesgi sont
linéairement indépendants surGF(p). Le code de Gabidulin, noté Gab(g, k), est défini par

Gab(g, k) =
{(

q(g1), . . . , q(gn)
) ∣∣∣ q(x) =

k−1∑
i=0

qix
[i], qi ∈ GF

(
pm

)}
.

Un polynôme linéaire oup-polynôme dep-degrék tel que défini par Öre s’écrit sous la formeq(x) =∑k
i=0 qix

[i], qi ∈ GF(pm) [1,6,7]. Le code Gab(g, k) est donc un code d’évaluation de polynômes linéaire
p-degré< k sur des éléments linéairement indépendants d’un corps fini. Il est de dimensionk. Les codes de
Gabidulin sont des codes optimaux pour la métrique rang [3].

En métrique rang le problème de décodage d’un code jusqu’à une distancet s’énonce de la façon suivante, o
C désigne un code de longueurn surGF(pm), y est un vecteur de longueurn, et t est un entier positif.

Décodage(y,C, t).
Trouver, s’il en existec ∈ C et e∈ GF(pm)n avecRg(e | GF(p)) � t tels quey = c+ e.

Il existe des algorithmes en temps polynomial résolvant le problèmeDécodage(y,Gab(g, k), t) où t désigne la
capacité de correction du code de Gabidulin Gab(g, k) [3,4].

3. Le problème de reconstruction des polynômes linéaires

Les polynômes linéaires surGF(pm) sont les endomorphismes linéaires deGF(pm) considéré comme espa
vectoriel surGF(p). Munis des lois d’addition, notée+, et de composition, notée×, des applications linéaire
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ils forment une algèbre surGF(p). On définit le problème de reconstruction de polynômes linéaires, oùy =
(y1, . . . , yn) et g = (g1, . . . , gn) sont des vecteurs quelconques deGF(pm)n et, oùk et t sont des entiers positifs.

Reconstruction(y,g, k, t).
Trouver tous les couples(V , q) où V est un polynôme linéaire non nul dep-degré� t et q est un polynôme

linéaire dep-degré< k, vérifiantV (yi) = V × q(gi), ∀i = 1, . . . , n.

Si g1, . . . , gn sont linéairement indépendants surGF(p), alors le théorème suivant donne une relation e
Reconstruction(y,g, k, t) et Décodage(y,Gab(g, k), t).

Théorème 3.1.Une solution àReconstruction(y,g, k, t), donne une solution àDécodage(y,Gab(g, k), t).

Preuve. Soit L l’ensemble des solutions deReconstruction(y,g, k, t). Prenons(V1, q1) ∈ L. Alors pour touti,
V1(yi) = V1 × q1(gi) soit, par linéarité deV1, V1(yi − q1(gi)) = 0 pour touti. Ces égalités sont stricteme
équivalentes aux égalitései = yi − q1(gi) où lesei appartiennent à un espace vectoriel surGF(p) de dimension au
plus égale aup-degré deV1 soit, au plus égal àt [6,7]. Ce qui est encore équivalent à écrireyi = q1(gi) + ei pour
tout i, où le vecteure = (e1, . . . , en) est de rang au plus égal àt . Donc(c, e) où c = (q1(g1), . . . , q1(gn)) est une
solution deDécodage(y,Gab(g, k), t). �

On s’intéresse désormais à la résolution du problèmeReconstruction(y,g, k, t) qui est plus général qu
Décodage(y,Gab(g, k), t). RésoudreReconstruction(y,g, k, t) correspond à résoudre

V (yi) = V × q(gi), ∀i = 1, . . . , n, (1)

dont les inconnues sont les polynômes linéairesV (z)
def= ∑t

i=0 viz
[i] et q(z)

def= ∑k−1
j=0 qj z

[j ]. C’est un système
quadratique den équations àk + t + 1 inconnues. Il n’existe pas de résultat générique concernant la comp
exacte de résolution de tels systèmes. Les meilleurs connus consistent à trouver des bases de Gröbner de l’
engendré par ces équations. Considérons désormais le système d’équations

V (yi) = N(gi), ∀i = 1, . . . , n, (2)

dont les inconnues sont les polynômes linéairesV (z)
def= ∑t

i=0 viz
[i] et N(z)

def= ∑k+t−1
j=0 nj z

[j ]. C’est un système
linéaire dont les inconnues sont lesk + 2t + 1 coefficients deN(z) et deV (z).

Proposition 3.2. L’ensemble des solutions du système(2) contient toutes les solutions du système(1).

Preuve. Soit (V0, q0) une solution de (1), le couple(V0,N0 = V0 × p0) est une solution de (2).�
On s’attache dorénavant à la résolution du système (2).

ÉcrivonsV def= (v0, . . . , vt )
T , etN def= (n0, . . . , nk+t−1)

T . Posons

S =



g1 · · · g
[k+t−1]
1 y1 · · · y

[t ]
1

...
. . .

...
...

. . .
...

gn · · · g
[k+t−1]
n yn · · · y

[t ]
n





n.

Résoudre le système (2) est équivalent à résoudre le système matriciel aux inconnuesN etV

S ×
(
N
V

)
= 0. (3)

L’ensemble des solutions de ce système forme un espace vectorielS dont la dimension nous donne des informatio
sur les solutions du système (1).
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(i) Si S est de dimension 0, la seule solution possible de (3), donc de (1), est le vecteur nul. Comme 0 n
éligible en tant que solution, il n’y a pas de solution au problèmeReconstruction(y,g, k, t).

(ii) Si S est de dimension 1, on peut montrer que, quelle que soit la solution de (3), elle donne toujours l
solution pour (1), quand celle-ci existe. DoncReconstruction(y,g, k, t) a au plus une solution.

(iii) Si S est de dimensions � 2, le nombre de solutions de (3) est égal àpms , et il n’y a pas de lien éviden
entre les espaces de solutions de (1) et de (3). Pour déterminer les solutions deReconstruction(y,g, k, t), on
énumère lespms − 1 solutions non nulles du système (3), et on teste leur validité.

4. Algorithme de décodage des codes de Gabidulin

Nous venons d’établir un lien entre le décodage des codes de Gabidulin et le problème de reconstru
polynômes linéaires. Considérons le décodage jusqu’à la capacité de correction. Cela correspond au
récepteur reçoit le vecteury de longueurn tel quey = c + e avec Rg(e | GF(p)) � t = �(n − k)/2�, et c =
(q(g1), . . . , q(gn)) où q est un polynôme linéaire dep-degré< k. La matriceS correspondant au système (3)
donc une matrice de taillen × (k + 2t + 1), oùk + 2t + 1 � n. On peut montrer dans ce cas que l’espace vect
des solutionsS est de dimension au plus égale à 1. Une solution du problèmeReconstruction(y,g, k, t) permet
donc de retrouver la solution que l’on sait unique du problème de décodage. Il s’ensuit l’algorithme de décod
suivant :

Entrée: le code Gab(g, k) de capacité de correctiont , un vecteury à distance inférieure àt de Gab(g, k).
Sortie: L’unique couple(c,e), oùc ∈ Gab(g, k) tel quey = c+ e, avec Rg(e | GF(p)) � t .

Algorithme de décodage:

(i) Construction de la matriceS utilisée dans le système (3).
(ii) Résolution de (3). On choisit une solution(N0 = (ni)

k+t−1
i=0 ,V0 = (vi)

t
i=0).

(iii) Soit N0(z) = ∑k+t−1
j=0 njz

[j ] et V0 = ∑t
i=0 viz

[i]. Déterminerq0 tel queN0 = V0 × q0, par division eucli-
dienne.

(iv) Retourner(c= (q0(g1), . . . , q0(gn)),e= y − c) .

En négligeant la complexité de l’addition dansGF(pm) et l’élévation à la puissancepième, par rapport au coû
d’une multiplication dansGF(pm), la complexité totale en temps de l’algorithme est≈ (k +2t)3/2+ t (k+1)+kn

multiplications. Le terme au cube(k + 2t)3 prépondérant correspond à une méthode de pivot de Gauss a
résoudre le système (3),t (k + 1) correspond au coût de la division euclidienne par l’algorithme de Öre, ekn

correspond au calcul dec en évaluant le polynômeq sur lesgi .
Par rapport aux autres algorithmes de décodage, la complexité de celui-ci n’est pas bonne. En effet, l

cubique est en général très grand. Cependant, comme la matriceS a une partie fixe qui ne dépend que deg et une
partie dépendant du vecteury reçu, on peut diminuer notablement la complexité de l’algorithme.

Écrivons

S =
(

G1 Y1
G2 Y2

)
,

oùG1 = (g
[j ]
i )

k+t,k+t−1
i=1,j=0 est la matrice carrée supérieure gauche de taillek+ t deS. Résoudre (3) revient à résoud

{
G1N + Y1V = 0,

G2N + Y2V = 0.
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Comme lesgi sont linéairement indépendants surGF(p), la matriceG1 est inversible. Résoudre le système (3)
donc équivalent à résoudre le système suivant :{

N = U × (Y1V),

((T × Y1) + Y2)V = 0,
(4)

oùU = −G−1
1 etT = −G2G

−1
1 sont deux matrices de taille respectivement(k+ t)×(k+ t) et(n−k− t)×(k+ t).

Celles-ci ne dépendent pas du vecteury reçu et peuvent donc être précalculées.

Entrée: Le code Gab(g, k) de capacité de correctiont , un vecteury à distance inférieure àt de Gab(g, k), les
matricesU etT .
Sortie: L’unique couple(c,e), oùc ∈ Gab(g, k) tel quey = c+ e, avec Rg(e | GF(p)) � t .

Algorithme de décodage:

(i) Résolution du système (4) par pivot de Gauss et multiplications matricielles. On choisit une solution(N0 =
(ni)

k+t−1
i=0 ,V0 = (vi)

t
i=0).

(ii) Soit N0(z) = ∑k+t−1
j=0 nj z

[j ] et V0(z) = ∑t
i=0 viz

[i]. Déterminerq0 tel queN0 = V0 × q0, par division eucli-
dienne.

(iii) Retourner(c= (q0(g1), . . . , q0(gn)),e= y − c).

Seule la première étape de résolution du système est modifiée par rapport à l’algorithme précédent. Comme, d
notre cas,n−k− t = t ou bient −1 suivant la parité den−k, on passe d’un coût de résolution en(k+2t)3/2 pour
le premier algorithme, à une complexité de≈ t2(k + t) + t3/2+ t (k + t) + (k + t)2 = (k + t)(k + t2 + 2t) + t3/2.
Le gain de complexité entre les deux algorithmes est très significatif.

A titre comparatif, la complexité des algorithmes décrits dans [4,9] est sensiblement égale àt (2n + m) + t3

opérations dans le corpsGF(pm).
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