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Résumé
Nous montrons comment les résultats d’'une prépublication récente (arXiv:math.NT/0403407 v1 24 Mar 2004) peuvent étre
couplés a un critere de Venkataramana pour expliciter dedittons de non riité virtuelle du produit de deux classes de

cohomologie de certaines variétés de ShimBaar citer cet article: N. Bergeron, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Products in the cohomology of Shimura varieties: some calculations. We show how our recent results (arXiv:
math.NT/0403407 v1 24 Mar 2004) together with a criterion ofk&aramana can be used to get explicit conditions for the
virtual non-vanishing of the product of two cohomology classes of certain Shimura varietigite thisarticle: N. Bergeron,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let S = I'\ X be aShimura varietybtained as the quotient of an Hermitian symmetric spaeeG(R)/ K~ —
G, aQ-semisimple group, anfl o, C G(R) a maximal compact subgroup — by an arithmetic subgioup G (Q).
In [7], Venkataramana proved a criterion for two cohomology classasdn € H*(S) to have avirtually non-zero
cup-product, by which we mean there exists a finite Galois coverirfj — S and two Hecke correspondanags
andC’ on S such that the cup-produ¢f * p*w A C’ x p*n) # 0. Venkataramana'’s criterion is a linear algebraic
condition on the involved cohomology classes. The airthidf Note is to make thisandition explicit in the case
of the classical Hermitian symmetric domain associated topS¥).
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Following Vogan and Zuckerman [8], we are reduced to considering strongly primitive cohomology classes in
H*(S). We first show that these can be parametrized by paic®wipatibleYoung diagrams (see [51}, 1) that
is Young diagrams such that

(i) »xcu,and
(i) the skew diagramu/A is a reunion of rectangular diagrams.

We denote byH*-# () the strongly primitive part of the cohnomolod¥*(S) associated to the paik, 1) of Young
diagrams. Classes iH**(S) are of degreér| + || = pg — (|| — |A]).

Zelevinski defined aicturebetween two skew diagrams to be a bijection between their boxes such that if a box
A is weakly above and weakly left of a bdx in either diagram, the corresponding boxsand B’ of the other
diagram are in order in the reverse row humbering (see [5]). He then proved that the number of pictures between ¢
Young diagram and a skew diagram /1 is equal to the Littlewod—Richardson numbef, .

We say a Young diagram C p x g embedsn a skew diagramu /A if there is a picture between and a
sub-skew-diagram gi/A. The main result of this Note is then:

Theorem 0.1. Let (A, u) and («, 8) be two pairs of compatible Young diagrams. Assume there exists a Young
diagramv C p x ¢ such that

(i) v embedsin/A, and
(i) » embeds iB/a.

The cup-product of two non-zero cohomology classeé#’irt (S) and H%#(S), respectively, is then virtually non-
zero inH*(S).

A (weak) corollary of this is the following:

Corollary 0.2. Let w € H*(S) andn € H!(S) be two non-zero classes such that- I < p + g — 1, then the
cup-product ofo andy is virtually non-zero.

Note that conditiork +/ < p + ¢ — 1 in Corollary 0.2 is necessary as one can find two non-zero holomorphic
cohomology classes of degreeandg respectively such that there cup-productis always (virtually) trivial.

1. Introduction

Soit § = I'\X une variété de Shimurabtenue comme quotient d’un espace hermitien symétrixjue
G(R)/K~x — G étant un groupe semi-simple s@, Ko, € G(R) un sous-groupe compact maximal — par un
sous-groupe arithmétique de G(Q). Il est en général difficile de décrire la cohomologie de la variétBans
cette Note nous nous intéressons au cup-produit dans I'alg&t® . Etant donné deux classe®t 8 dansH*(S)
peut-on s'assurer que leur cup-produit est non nul ?

Cette question est trop naive. On s’apercoit rapieet que pour gu'il y ait un espoir d’y répondre positivement
il faut affaiblir la conclusion. Les résultats de non-annulation que nous avons en vue ne sont que des résultats
virtuels au sens suivant : données deux classeg de cohomologie holomorphe sur la variétéon ne peut
affirmer quew A n # 0, mais seulement qUE * p*ow A C' x p*n) # 0. Ici p: S’ — S est un revétement galoisien
de S, etC, C’ sont des correspondances de HeckeSsur

En supposanf§ compacte, Venkataramana a récemment démontré (dans [7]) un joli critére pour que le cup-
produit dansH*(S) de deux classes de cohomologssst virtuellement non nul. Ce critére est une condition
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d’'algébre linéaire sur les classes considérées. Pour ggplies conditions, il faut avoir recours a la théorie des
représentations des groupes réductifs réels, et(g l&)-cohomologie; il faut de plus utiliser la description des
modules &g, K)-cohomologie non triviale, due a Vogan et Zuckerman [8].

Notons que lorsque les classes de cohomologie considéréesaomorphesa condition de Venkataramana
est en fait nécessaire ; on retrouve alors un résultat de Clozel, cf. [3].

Le but de cette Note est de montrer comment explicivengletement, pour les donmas hermitiens classiques,
le critére de Venkataramana. Il s’agit donc d’un exerciceg#hte linéaire. Celui-ci est essentiellement résolu dans
la prépublication [2], cette Note est une fagon d’annoncepanie des résultats contenus dans cette prépublication
en les appliquant ici aux produits dans la cohomologie des variétés de Shimura.

LorsqueX est un domaine hermitien classiqgG&© — le groupe semi-simple (sans facteur compact) associé a
'espace symétriqu& — est localement isomorphe & §Jg), SQ(p, 2), Sp, ou ST'(2n). Le cas SQp, 2) est
déja traité par Venkataramana (I'algébre linéaire asilé dans ce cas). Le cas le plus intéressant est celGi'du
est localement isomorphe au groupe(glly), nous nous concentrerons donc sur ce cas. Une conséquence (faible)
de notre résultat principal (Théoréme 3.1) est le théoréme suivant.

Théoréme1.1. Supposon& " localementisomorphe@U(p, ¢) avecl < p < ¢. Soienw € H*(S) ety € H!(S)
deux classes non triviales avee- ! < p + g — 1, alors le cup-produit de» et den estvirtuellement non nul.

Lorsquep = 1 ce théoreme est du a Venkataramana [7]. Il n’est pas difficile de traiter de la méme maniéere
les autres domaines hermitiens symétriques. Le critere de Venkataramana ne s’applique alors qu’a des classes |
cohomologie holomorphes et ne permet « que » de retrouver des résultats de Parthasarathy [6] et Clozel [4].

Remarquons que la conditidrH- 1 < p + ¢ — 1 dans le Théoreme 1.1 est nécessaire, nous le veérifierons en
considérant des classes de cohomologie holomorphes.

2. Algébrelinéaire

Nous supposerons dorénavasft® localement isomorphe a(, ¢)1, ot p etg sont des entiers strictement
positifs ave < ¢g. On adopte les notationsadsiques pour les algébres de Léars complexifiées, décomposition
de Cartan .. que I'on trouve par exemple dans [8] (voir aussi [2]). Du point de vue matrigiek u(p, ¢q) est
I'algébre de Lie du groupe unitaire associé a la forme de matrice

(" )

On aty = u(p) x u(g) (matrices unitaires par blocs),

0 %\ o
p+:<0 0>:Mpxq((C)
On prend pouitg I'algébre des matrices diagonales de coefficients. . ., x,; y1, ..., y;). OnaalorsA(p™) =
{x; —y;jri e[l pl,jell ql}. Onconsidere = (x1,...,Xxp; y1,..., Yq) Satisfaisant
X1z 2xp et oy, =z 2y1

Rappelons maintenant qu'umpartition est un suite décroissanted’entiers naturels.; > --- > A; > 0. Les
entiersiy, ..., A; sont des parts. Leoids |1| désigne la somme des parts. dmgramme de Younde %, que
nous notons également s'obtient en superposant, de haut en blas, lignes dont I'extrémité gauche est sur une

1 pour simplifier, on considére @, ¢) plutot que SWp, q).
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méme colonne, et de longueurs données par les patts Bar symétrie diagonale, on obtient le diagramme de
Young de lapartition conjuguée que nous notons*. Soienti et 1 deux partitions telles qug contiennei, ce
gue nous noteronsC u. Notonsu /A le complémentaire du diagramme delans celui de: : c’est unepartition
gaucheson diagramme est wtiagramme gaucheédans la pratique, les partithis que nous rencontrerons seront
incluses dans lpartition rectangulairep x g = (¢, ..., q), le diagramme gauche x ¢ /A est alors le diagramme

p fois
de Young d’une pdition auquel on a appijué une rotation d’angle ; nous notons. cette partition, lgartition
complémentairéle .. dansp x q.
Nous associons a I'élémemte i tg un couple(i, 1) de partitions comme suit.

— Lapartitionr C p x g est associée au sous-diagramme de Young g constitué des cases de coordonnées
(i, j) telles quer; > y;.

— Lapartitionu C p x g est associée au sous-diagramme de Young de constitué des cases de coordonnées
(i, j) telles quer; > y;.

Il estimmédiat que le couple de partitiofls () associé a veérifie :

(i) la suite d’inclusiom. C u C p x ¢, et
(ii) que le diagramme gauche/A est une réunion de diagrammes rectangulafesq;,i =1, ..., m, ne s'inter-
sectant qu’en des sommets.

Réciproquement, étandibnné un couple de partitioris, ) vérifiant 1 et 2, on peut toujours trouver un élément
u € itp tel que(i, u) soit le couple de partitions associé a
Nous dirons d’'un couple de partitios, 1) qu'’il estcompatiblgloucompatible dang x g en cas d’ambiguité)
s'il vérifie les points 1 et 2 ci-dessus.
Soit E = C? (resp.F = C?) lareprésentation standard deg) (resp. Ug)). Soient(ey, ..., ep) €t(f1,..., fg)
les bases canoniques respectivegds F. Comme représentationsde, p" = EQ Fretp = (EQ F) D (E®
F*)*. Il est bien connu (cf. [§ qu’a chaquepartition, il correspond une représentation irréductiblede GL(E).
Considérons la représentation ke

VL) = E* @ (FM)*. 1)

C’est une sous-représentation irréductible"dé’ (E ® F*) ; relativement & la sous-algebre de Boretdenstituée
des matrices darts qui sont triangulaires supérieures #iet triangulaires inférieures siit, ses vecteurs de plus
haut et de plus bas poids sont respectivement

P P A

v(L) ::/\ /\ei ®fjf'< et w) ::/\ /\ep_i+1®fq*_j+1.

i=1j=1 i=1j=1
On peut montrer, cf. [5], que la représentation
NArr=A\EFH= P v, )
ACpxq

ou chaque sous-espace irréductible.) apparait avec multiplicité un.
Soit maintenanti, ©) un couple compatible de partitions. Le vecteur

il 1l ALIAL A
v @w)e NE@FH® NE®F) = /\ pc )\ »

est un vecteur de plus haut poids et engendre donc sous l'actiéfy den sous-module irréductible que nous
notonsV (A, w).
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D’apres Vogan et Zuckerman [8], il existe @ K)-module irréductibleA (A, ) dont la classe d’équivalence
est uniqguement caractérisée par les deux propriétés suivantes.

A(X, n) est unitarisable avec le méme caractere idisimal que la représentation trivigle

Homg (V (&, i), A(x, 1)) #0. 3)
Et alors

{A(x, w): (&, w) estun couple compatible de partitigns

est I'ensemble degg, K)-modules ayant des groupes ¢ K)-cohomologie non nuls. La théorie de Matsu-
shima permet de parler de KA, n)-composante de la cohomologtE*(S) que nous noton& *(A(A, w) : IN)
(cf. [8]). On appelleA(r, u)-composante fortement primitivele la cohomologied*(S) la partie H*(S) =
HMHI (AL, w) : I) de la A(x, n)-composante de la cohomologie qui intervient en degfé- |i| (le plus
petit degré ou lag, K)-cohomologie du moduld (1, 1) est non triviale).

Remarquons qu’entilisant (2) et son dualisé, on peut écrire une b@&e v C p x ¢} de I'espacé A p)X des
vecteursk -invariants de/\ p paramétrée par 'ensemble des partitions p x g. Lespace(/\ p)X s'identifie,
d'aprés Cartan, a la cohomologﬁﬁ*(f{) du dual compacﬁ de X, qui s’injecte elle-méme dang*(S), c'est la
composante trivialéf*(1¢ : I") de la cohomologie. L'action naturelle des vecteurgflg)* sur A\ p correspond
donc a une action de la cohomologie trivid€ (15 : I') sur la cohomologigf*(S). C’'est cette action que la
proposition qui suit vise a comprendre.

Rappelons qu’une partitionC p x g est diteimaged’un diagramme gauche/A s'il existe une bijection entre
les cases des diagrammest 1./ telle que si une casé est au-dessus (au sens large) et a gauche (au sens large)
d’'une caseB dans I'un des diagrammes, les cases correspondah&t®’ de I'autre diagramme sont dans I'ordre
du numérotage inverse. Un résultat de Zelevinski affirme que le nombre d'images ettig/ i est égal &},
(nombre de Littlewwod—Richardson).

Nous dirons d’une partitiom C p x ¢ qu’elle peuts’inscrire dans un diagramme gaucpga si elle est une
image d’un sous-diagramme gauche.ge..

La proposition suivante [2, Proposition 11] est le résultat d'algébre linéaire dont nous avons besoin.

Proposition 2.1. Soientk, u etv trois partitions incluses dang x ¢ telles que, 1) forme un couple compatible.
Alors, les énoncés suivants sont équivalents

(i) Cv-V(r,n)#0dansAp;
(i) la partition v s’inscrit dansg/A.

3. Conséquences géométriques

Rappelons le critére de Venkataramana. Not&nie dual compact de(, c’est la grassmannienne des sous-
espaces complexes de dimensjpmiansC?t4. SoientA la diagonale dans le produﬁ x X et[A] la classe
associée dang*(X x X) = H*(X) ® H*(X). Nous avons rappelé qu’un théoréme classique de Cartan identifie
H*(X) avec(/\ p)X, on peut donc identifiefA] & un élément dé/\ p)K ® (A p)K. Le résultat fondamental de
Venkataramana est alors le suivant (cf. [7]).

Critére de Venkataramana. Soient(i, u) et («, 8) deux couples compatibles de partitions.[é] VA, @) ®
V(a, B) # 0, alors pour toute variété de Shimusaassociée & et pour toutes classes non trivialess H**(S)
etn e H*F(S), le cup-produit dev et den est virtuellement non nul.

Le Critére de Venkataramana et la Proposition 2.1 wonts permettre de démontrer le théoréme suivant.
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Théoreme 3.1. Soient(}, ) et(a, 8) deux couples compatibles de padits. Supposons qu'il este une partition
v C p x g telle que

(i) v s’inscrive dangu/A, et
(i) ¥ s'inscrive dan$8/a.

Alors, pour toute variété de Shimuassociée & et pour toutes classes non trivialase H**(S) etn
H*#(S), le cup-produit dev et dey est virtuellement non nul.

Démonstration. Il est classique que I'algébi*(X) est engendré par les classes de Chern du fibré tautologique
surX ; vues dang/\ p)X ces classes sont |€%4x) pourk =1, ..., p. D’apres le critere de Venkataramana et la

Proposition 2.1, il nous suffit de décomposer la cldgsedans la bas€, ® C,» de H*(X x X). Mais en utilisant
la fonctorialité des classes de Chern totales comme dans la démonstration de [2, Lemme 14], on montre que

[Al= > M, ®C,.

v,V Cpxq

On conclut imméditatement la dénstration en se rappelant qtrfx,q est non nul (égal a 1) si et seulement si
Vv =17,

Le Théoreme 3.1 implique immédiatement le Théoréme 1.1. De plus, lorsque les eassessont holo-
morphes (alorg. = 8 = p x ¢), la condition nécessaire est en fait suffisante dans le sens que si (i) ou (ii) n'est
pas Vvérifiée le cup-produit de et den est (virtuellement) nul. On retrouve ainsi un résultat de Parthasarathy [6]
et Clozel [4]. En particulier, le produit d’une classes HX"):7*4(S) par une classg € H?)P*4(S) est toujours
(virtuellement) nul. De telles classes non triviales apparraissent bel et bien dans la cohomologie de certaines varié
tés de Shimurg comme au-dessus, cf. [1]. La conditién+/ < p + g — 1 dans le Théoréme 1.1 est donc bien
nécessaire.
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