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Résumé

Dans le cadre des modèles additifs de régression, cette Note établit la loi du logarithme itéré pour les estimateurs des co
posantes additives obtenues par la méthode d’intégration marginale. Nos résultats sont établis dans le cas de vecteu
indépendants et identiquement distribués.Pour citer cet article : M. Debbarh, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Law of iterated logarithm for additive regression model components. In the setting of the additive model of the regress
function, we study the iterated logarithm law for this model components pertaining with the marginal integration est
method. Our results are stated in the i.i.d. random vectors framework.To cite this article: M. Debbarh, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit(X1, Y1), . . . , (Xn,Yn) une suite de copies indépendantes du vecteur aléatoire(X, Y ) à valeurs dansRd ×R,
d � 2. On considère la fonction de régression deY sachant{X = x} définie, pour toutx ∈ R

d , par m(x) =
E(Y |X = x). Il est bien connu depuis le travail de Stone [6] que, pour 0< p < ∞, la vitesse de convergenc
optimale au sens de la normeLp , d’un estimateur non paramétrique dem est de l’ordre deO(n−k/2k+d) quand
la fonction est supposéek fois différentiable. Il ressort alors que cette vitesse de convergence est une fo
décroissante de la dimensiond des covariables. Ce problème est connu sous le nom de « fléau de la dimen
Dans le but de réduire l’effet de la dimension sur la vitesse de convergence, Stone [7] a proposé d’utilise
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modèles additifs ; il a particulièrement étudié le modèle non paramétrique de régression dans lequel la fon
régression multivariée est écrite comme la somme de fonctions univariées,

m(x) = µ +
d∑

l=1

ml(xl).

Depuis lors, plusieurs méthodes d’estimation dans les modèles additifs de régression ont été proposées, nous c
la méthode reposant sur l’algorithme du backfitting (Hastie et Tibshirani [3]), la méthode de spline (Stone [7])
la méthode d’intégration marginale (Newey [5], Tjøstheim et Auestar [8] et Linton et Nielsen [4]). Des ré
de consistence des estimateurs ont été établis dans les situations analysées pour les diverses méthodes utilis
nous citons aussi le résultat de normalité asymptotique établi par Camlong, Sarda et Vieu [1]. Dans cette no
nous établissons la loi du logarithme itéré ponctuelle pour les estimateurs des composantes du modèle additif
composantes du modèle additif sont estimées en utilisant la méthode d’intégration marginale (voir, par exemple
Newey [5] pour le détail de cette méthode).

Pour construire lalème composante du modèle additif de régressionrelative à la méthode d’intégration marg
nale, nous introduisons quelques notations. Posonsx−l = (x1, . . . , xl−1, xl+1, . . . , xd), q−l (x−l) = ∏

j �=l qj (xj ) et
q(x) = ∏d

i=1 ql(xl) où q1, . . . , qd sont des fonctions de densité réelles. La fonctionml est alors définie, pour tou
xl ∈ R, par

ml(xl) =
∫

Rd−1

m(x)q−l(x−l)dx−l −
∫
Rd

m(x)q(x)dx. (1)

Pour estimer la fonctionml , il suffit d’estimer la fonction de régressionm et de l’injecter dans la formule(1).
Quand la densité marginalef des covariablesX est connue, l’estimateur de la fonctionm est donné par

m̂n(x) = 1

n

n∑
i=1

Yi

f (Xi )

(
d∏

l=1

1

hl,n

Kl

(
xl − Xi,l

hl,n

))
, (2)

où Xi = (Xi,1, . . . ,Xi,d ), (hl,n)n, 1� l � d, sont des suites de réels positifs tendant vers zéro etK1, . . . ,Kd sont
des noyaux de convolution réels. Lorsque la densitéf est inconnue, on l’estime par

f̂n(x) = 1

nhd
n

n∑
i=1

K

(
x − Xi

hn

)
,

où (hn)n est une suite de réels positifs etK est un noyau de convolution défini surR
d et on l’injecte ensuite dan

la formule(2). Dans la suite, on suppose que la fonctionf est de dérivées partielles d’ordrek lipschitziennes.̂m1

désigne l’estimateur dem1 lorsque la densitéf est connue.
Les résultats concernant chacune des composantes additives s’obtiennent de façon parfaitement sim

qui permet d’exposer seulement des détails relatifs à la première composante. Pour cet exposé, quelques
supplémentaires sont nécessaires. Pour toutx ∈ R

d , notons

H(x) = E
(
Y 2|X = x

)
et pour toutx1 ∈ R, soit

σ 2
1 (x1) =

∫
R

K2
1(u)du

f1(x1)

∫
Rd−1

H(x)
q2−1(x−1)

f (x−1|x1)
dx−1,

oùf (x−1|x1) est la densité conditionnelle deX−l = (X1, . . . ,Xl−1,Xl+1, . . . ,Xd) sachantX1 = x1.
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Nous donnons d’abord les hypothèses nécessaires pour établir nos résultats.

H1 : hn → 0 etnhd
n → ∞ quandn → ∞.

H2 : K est un noyau de convolution à support compact, d’intégrale 1 et de moments nuls jusqu’à l’ordrek.
H3 : (hl,n)n�1, 1 � l � d , sont des suites de réels positifs telles que

hl,n → 0, nhl,n → +∞,
log(n)

nhl,n

→ 0, lim
n→∞

nh1,nh
2k
l,n

log log(n)
= 0 et lim

n→∞
hl,n log(n)

hd
n log log(n)

= 0.

H4 : Les noyauxKl, 1 � l � d, sont bornés, à supports compacts, d’ordrek � 1 et d’intégrale égale à 1.
H5 : Les fonctionsql(xl), 1 � l � d, sont des densités bornées, de carrés intégrables et dek premières dérivée

bornées.
H6 : Les densitésf et fl de X et Xl respectivement, sont bornées, à supports compacts et continues su

supports. En outre, il existe des nombresb, B, bl etBl tels que

0 < bl � fl(xl) � Bl < ∞ et 0< b � f (x) � B < ∞.

H7 : Il existeM > 0 tel que, pour touti � 1, on a|Yi | � M < ∞.
H8 : Il existe une suite de réels positifs(wn) telle que les conditions de stabilité suivantes∫

|u1|�wn

∣∣∣∣dK1

(
x1 − u1

h1,n

)∣∣∣∣ +
[
K1

(
x1 − wn

h1,n

)
+ K1

(
x1 + wn

h1,n

)]
= o

(√
nh1,n log log(n)

(log(n))4

)
,

et ∑
n�1

1

h1,n log log(n)
E

{
K2

1

(
x1 − Xi,1

h1,n

)
I{|Xi,1|�wn}

}
< ∞,

où IA est la fonction indicatrice de l’ensembleA, soient simultanément vérifiées.

Théorème 2.1. Sous les conditions H1–H8, on a

lim sup
n→+∞

√
nh1,n

2 log log(n)

(
m̂1(x1) − E

(
m̂1(x1)

)) =
√

σ 2
1 (x1) +

∫
R

√
σ 2

1 (s)q(s)ds p.s.

Corollaire 2.2. On suppose les conditions H1–H8 satisfaites. Si en outre, pour un k � 1, m est de classe Ck et si

pour tout l, 1 � l � d, ‖ ∂km

∂vk
l

‖∞ < ∞ , alors

lim sup
n→+∞

√
nh1,n

2 log log(n)

(
m̂1(x1) − m1(x1)

) =
√

σ 2
1 (x1) +

∫
R

√
σ 2

1 (s)q(s)ds p.s.

Remarque 1. La normalisation obtenue dans nos résultats correspond à celle établie pour la régression unidim
sionnelle (voir, par exemple, Hall [2]).

Éléments de preuve. Pour démonter le Théorème 2.1, on traite d’abord le cas où la densitéf des covariablesX
est connue. L’utilisation de la décomposition

1
ˆ = 1

f
− f̂n − f

ˆ f
fn fn
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nous permet alors de traiter le cas où la densitéf est inconnue.
L’estimation par la méthode d’intégration marginale nous permet d’écrire l’estimateur de lalème composant

du modèle additif sous la forme d’un processus de sommes partielles de variables aléatoires i.i.d. pour lequel
établit la loi du logarithme itéré en utilisant les arguments usuels pour les tableaux triangulaires (voir, Hall [2]).

Les conditions de stabilité nécessaires à ce résultat sont obtenues en utilisant l’approximation du p
empirique bidimensionnel par un pont brownien (voir, Tusnády [9]).
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