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Résumé

Nous présentons des estimateurs à noyau de type Nadaraya–Watson des dérivées de la régression dans un cadre
sionnel. En s’inspirant d’une méthode originale basée sur la théorie moderne des processus empiriques [Deheuvels
Stat. Inference Stoch. Process. 7 (2004)], nous établissons des lois limites concernant la déviation maximale de ces e
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Abstract

Nonparametric, multidimensional estimation of regression derivatives. We establish uniform consistency rates
Nadaraya–Watson kernel-typeestimators of the regression derivatives in a multidimensional framework. Our methods are bas
upon modern empirical process theory in the spirit of Deheuvels and Mason [Stat. Inference Stoch. Process. 7 (2004
spect to uniform deviations of nonparametric estimators.To cite this article: D. Blondin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339
(2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soient(X,Y ), (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , des couples aléatoires indépendants et identiquement distribués à v
dansRp × R

d . Le couple de variables aléatoires(X,Y ) est supposé admettre une densité jointe surR
p × R

d notée
fX,Y (·, ·) et une densité marginalefX(·) associée au vecteurX. Soit ψ(·) une fonction borélienne bornée deR

d

dansRq . Nous nous intéressons à l’estimation de la fonction de régression (ou espérance conditionnelle) deψ(Y )

sachantX = x, notée
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introduit

iforme

odes
1

mψ(x) = E
[
ψ(Y )|X = x

] = 1

fX(x)

∫
Rd

ψ(y)fX,Y (x,y)dy := rψ(x)

fX(x)
, (1)

lorsque cette expression est bien définie (cf.(F.1)–(F.3) ci-dessous).
NotonsI = ∏p

i=1[ai, bi] etJ = ∏p

i=1[a′
i, b

′
i] ⊃ I deux hyper-rectangles compacts dansR

p tels que

−∞ < a′
i < ai < bi < b′

i < ∞ pouri = 1, . . . , p.

La distribution du couple(X,Y ) satisfait :

(F.1) fX,Y (·, ·) est continue surJ × R
d ;

(F.2) fX(·) est continue et strictement positive surJ ;
(F.3) Y1{X∈J } est bornée.

Soit g = (g1, . . . , gq) avecgj :Rp → R, j = 1, . . . , q . Soit x = (x1, . . . , xp) un vecteur arbitraire deRp . Pour
tout p -uplet k = (k1, . . . , kp) d’éléments deN, tel quek := |k| = k1 + · · · + kp, on définit D(k)g = g(k) =
(D(k)g1, . . . ,D

(k)gq), où pour toutj = 1, . . . , q :

D(k)gj = g
(k)
j = (

∂
∂x1

)k1 · · · ( ∂
∂xp

)kpgj .

Remarque 1. Pour lesp -uplets deN, k0 tel que|k0| = 0, etkj , 1� j � p, tels que|kj | = kj = 1, on a :

g(k0) = g = (g1, . . . , gq) et g(kj ) = ( ∂g1
∂xj

, . . . ,
∂gq

∂xj

)
.

Nos estimateurs des dérivées de la régression sont fondés sur l’estimateur à noyau de la régression
par Nadaraya [8] et Watson [11]. Parnoyaunous entendons une fonction mesurableK :Rp → R vérifiant les
conditions(K.1)–(K.4) précisées ci-dessous. On désigne par|K|v la variation totale deK(·) surRp (cf. [7]), i.e.
|K|v := ∫

Rp |dK(v)|.

(K.1) K(·) est à variation bornée surR
p ;

(K.2) K(·) est à support compact ;
(K.3)

∫
Rp K(v)dv = 1 ;

(K.4) K(·) estk-fois différentiable, avec des dérivées partiellesL telles que|L|v < ∞.

Remarque 2. Les hypothèses(K.2) et (K.4) entraînent(K.1) lorsquek � 2.

Nous travaillerons avec une fenêtrehn > 0, indexée parn = 1,2, . . . , et vérifiant les conditions :

(H.1) hn → 0, lorsquen → ∞ ;
(H.2) nh

2k+p
n / logn → ∞, lorsquen → ∞.

Remarque 3. Les hypothèses(H.1) et (H.2) sont souvent nécessaires et suffisantes pour la convergence un
des estimateurs présentés ci-dessous (voir [3]).

Nous nous limiterons à l’exposé des propriétés de nos estimateurs pourk ∈ {0,1}, c’est à dire pour lesp -uplets
deN définis à la Remarque 1. Le cas général (k � 2) peut être traité sans difficulté additionnelle par des méth
analogues. Introduisons les estimateurs à noyaux defX(x), rψ(x), mψ(x) et de leurs dérivées partielles d’ordre
par rapport àxj :

f̂X(x) = 1

nh
p
n

n∑
K

(
x − Xi

hn

)
, r̂ψ(x) = 1

nh
p
n

n∑
ψ(Yi)K

(
x − Xi

hn

)
,

i=1 i=1



D. Blondin / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004) 713–716 715

-
dre

stima-
timation

différentes
lité
r la

de la ré-
exés
nt de type
sque
éviation

,

m̂ψ(x) = r̂ψ (x)

f̂X(x)
lorsquef̂X(x) �= 0,

f̂
(kj )

X (x) = 1

nh
p+1
n

n∑
i=1

K(kj )

(
x − Xi

hn

)
, r̂

(kj )

ψ (x) = 1

nh
p+1
n

n∑
i=1

ψ(Yi )K
(kj )

(
x − Xi

hn

)
,

m̂
(kj )

ψ (x) = r̂
(kj )

ψ (x)

f̂X(x)
− r̂ψ (x)f̂

(kj )

X (x)

f̂ 2
X(x)

lorsquef̂X(x) �= 0.

D’une manière générale, on définitr̂
(k)
ψ (x) via r̂

(k)
ψ (x) = D(k)r̂ψ (x). Pour l’estimateur de la régressionm̂ψ(x) et sa

dérivée partielle d’ordre 1 par rapport àxj , les termes de centrage sont définis par

Ẽ
[
m̂ψ(x)

] := E[r̂ψ (x)]
E[f̂X(x)] et Ẽ

[
m̂

(kj )

ψ (x)
] := E[r̂ (kj )

ψ (x)]
E[f̂X(x)] − E[r̂ψ (x)]E[f̂ (kj )

X (x)]
E2[f̂X(x)] . (2)

Le même principe est utilisé pour les opérateursD(k) d’ordre supérieur.

Remarque 4. L’approximation de l’espérance en(2) permet la linéarisation dêm(k)
ψ (x)− Ẽ[m̂(k)

ψ (x)] et son expres
sion comme fonctionnelle du processus empirique. L’existence et la continuité des dérivées partielles d’ork de
fX,Y etfX , combinées aux hypothèses(F.1)–(F.3), (K.2)–(K.4) et (H.1), impliquent

Ẽ
[
m̂

(k)
ψ (x)

] − m
(k)
ψ (x) → 0, uniformément enx ∈ I,

via une application du lemme de Bochner (cf. [1]) dans le cadre multidimensionnel.

Le but principal de cet article est d’établir des lois limites concernant la déviation maximale de nos e
teurs de la régression et de ses dérivées partielles. De nombreux auteurs ([2,6] et [9]) ont travaillé sur l’es
des derivées de la régression par la méthode du noyau dans le cadre univarié. Dans ces articles, les
méthodologies permettent l’obtention de propriétés asymptotiques classiques telle la consistance ou la norma
asymptotique. Dans la prochaine section, lorsqueψ(Y ) ∈ R, nous obtenons une nouvelle loi limite exacte pou
convergence en probabilité de la déviation maximale associée à notre estimateur des dérivées partielles
gression. La technique de démonstration est fondée essentiellement sur la théorie des processus empiriques ind
par certaines classes de fonctions à nombre de recouvrement uniformément polynomial. Ces classes so
Vapnik–Chervonenkis ou «VC subgraph class» (cf. [10]). Il est possible également d’étendre ces résultats lor
ψ(Y ) ∈ R

q , via une normalisation adéquate. Dans ce cas précis, l’ensemble de points limites associé à la d
ponctuelle est contenu dans une ellipsoïde liée à la structure de covariance asymptotique de nos estimateurs.

2. Résultats

2.1. Cadre unidimensionnel :q = 1

En utilisant des arguments similaires à Deheuvels et Mason [4], nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 2.1. Supposons que les hypothèses(F.1)–(F.3), (H.1) et (H.2), (K.1)–(K.4) soient vérifiées. Alors
nous obtenons,

lim
n→∞

{ nh
2k+p
n

2 log(h−p
n )

}1/2
sup
x∈I

±{
m̂

(k)
ψ (x) − Ẽ

[
m̂

(k)
ψ (x)

]} = σψ(I), en probabilité

où

σψ(I) = sup
x∈I

{Var[ψ(Y )|X=x]
fX(x)

∫
Rp

[
K(k)(v)

]2 dv
}1/2

. (3)
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A présent, nous présentons un exemple d’utilisation de la fonctionψ(·) lorsquek = 0. Soit t un vecteur dans
R

d fixé. Nous remarquons que pour le choixψ(y) = 1{y�t} dans (1), nous obtenons lafonction de répartition
conditionnelleF(t|x) := P{Y � t|X = x}. Une application directe du Théorème 2.1 nous donne alors la loi e
concernant la déviation maximale de l’estimateur à noyau de la fonction de répartition conditionnelle. D’après (
la constante limite est

σF (I) = sup
x∈I

{F(t|x){1−F(t|x)}
fX(x)

∫
Rp K2(v)dv

}1/2
.

2.2. Généralisation multidimensionnelle :q � 2

SoitΣψ(x) la matrice, supposée définie positive, de variance–covariance deψ(Y ) conditionnelle àX = x. Pour
tout x ∈ I , introduisons l’ellipsoïdeE(x) définie par

E(x) = {
u ∈ R

q : u′V (x)−1u = 1
}

où V (x) := { 1
fX(x)

∫
Rp

[
K(k)(v)

]2 dv
} × Σψ(x),

en remarquant que sous(F.1)–(F.3) la matriceV (x) est bien définie positive. Nous désignons parL({xn}) l’en-
semble limite, composé de toutes les valeurs d’adhérence de la suite{xn}.

Nous obtenons le résultat suivant, par une modification appropriée du Lemme 2 de [5] :

Théorème 2.2. Sous(F.1)–(F.3), (H.1) et (H.2), (K.1)–(K.4), l’ensemble limite satisfait, pour chaquex ∈ I ,

L
({

nh
2k+p
n

2 log(h−p
n )

}1/2 ± {
m̂

(k)
ψ (x) − Ẽ

[
m̂

(k)
ψ (x)

]}) = E(x), en probabilité.

SoitSq = {u ∈ R
q : ‖u‖q = 1} la sphère unité de dimensionq , où‖ · ‖q désigne la norme euclidienne surR

q .
On considère la notation suivante pour définir le supremum sur le pavéI d’un vecteuru(x) à valeurs dansRq ,

sup
x∈I

u(x) := u
(
argmax

x∈I

{∥∥u(x)
∥∥

q

})
.

Corollaire 2.3. Sous les hypothèses du Théorème2.2, nous avons,

L
({

nh
2k+p
n

2 log(h−p
n )

}1/2 sup
x∈I

±V (x)−1/2{m̂(k)
ψ (x) − Ẽ

[
m̂

(k)
ψ (x)

]}) = Sq, en probabilité.
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