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Résumé

Cette Note présente une nouvelle approche (élémentaire) du Serre’s Splitting Off Theorem, des Bass’s Stable Range a
Cancellation Theorems et du Forster–Swan’s Theorem. Une nouvelle dimension pour les anneaux commutatifs et l
multilinéaires alternéesdonnent un moyen (explicite) d’obtenir des vecteurs unimodulaires, sanshypothèse noethérienne.Pour
citer cet article : L. Ducos, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the Serre, Bass and Forster–Swan theorems.This Note introduces a new approach to Serre’s Splitting Off Theo
Bass’s Stable Range and Cancellation Theorems, and Forster–Swan’s Theorem. A new dimension for commutative
some multilinear alternating maps give a means of getting unimodular vectors,without noetheriannity hypothesis.To cite this
article: L. Ducos, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction, notations et définition de la H-dim

Deux questions initiales, indépendantes a priori, mais liées en réalité (voir [3,5] ou [1] par exemple) :

– Peut-on majorer le cardinal d’un système générateur d’un module de type fini (sur un anneau commuta
réponses positives existent déjà : elles font intervenir la dimension de l’anneau de base (ou de ses quo
un majorant du nombre de générateurs locaux.

– Dans un module, s’il existe un vecteurv unimodulaire modulo un scalairea (i.e. il existe une forme linéaireµ
telle queµ(v) inversible moduloa), existe-t-il un vecteurv′ unimodulaire (i.e. il existe une forme linéaireµ′
telle queµ′(v′) inversible)? Nous montrerons (Corollaire 2.2) qu’il suffit, par exemple, que le scalairea soit
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dans l’image d’une formen-linéaire alternée oùn est un entier quelconque strictement supérieur à la dimen
de l’anneau. (Ce résultat sera ensuite généralisé dans le Théorème 2.3 et le Corollaire 2.4.)

On voit bien à ce propos que se donner une dimension adéquate pour les anneaux commutatifs est i
Après la dimension de Krull (que nousnotons K-dim) utilisée par Forster dans [4], la dimension j-dim a
étudiée, notamment par Swan dans [7] ou Eisenbud et Evans dans [3] (en particulier j-dim� K-dim). Notons que
ces travaux ont été réalisés dans un cadre noethérien.

À son tour, mais sur un terrain non noethérien, Heitmann a proposé dans [5] une nouvelle J-dim (en pa
J-spectrum⊃ j-spectrum, avec égalité en situation noethérienne). Dans ce document, une nouvelle dimension
finition 1.2) est utilisée, la H-dim, vérifiant H-dim� J- dim. Ainsi toutes les propositions possédant une hypothè
du type « pour tout entier supérieur à la dimension de l’anneau » s’en trouvent légèrement améliorées.

De plus, tout comme Heitmann, notre discours ne fait appel à aucune hypothèse noethérienne. Nous nou
férencions cependant de Heitmann (c’est là un pointimportant à nos yeux) par le contenu élémentaire de
propositions. Enfin, nous avons pris soin d’écrire les énoncés le plus explicitement possible...

Notations.À partir de maintenant,A est un anneau commutatif, et

– on note
√

0 le radical nilpotent deA (intersection des idéaux premiers) et Rad(A) le radical de Jacobso
(intersection des idéaux maximaux) ;

– on noteM∗ le dual d’unA-moduleM, etLk
a(M) le A-module des formesk-linéaires alternées deM ;

– pour deux sous-A-modulesK et J , le transporteur deK dansJ est l’idéal(J : K) = {x ∈ A | xK ⊂ J } =
Ann(K + J / J )

– on note K-dim(A) la dimension de Krull de l’anneauA ;
– dans tout le document, K-dim(A) et H-dim(A) (voir la Définition 1.2) sont supposés fini.

Théorème 1.1(voir [2]). Pour toutx ∈ A, on poseNx = xA + (
√

0 : x). On a alors

K-dim(A) � d ⇐⇒ ∀x ∈ A, K-dim(A/Nx) � d − 1.

Définition 1.2 (voir [1]). Pour un élémentx ∈ A, on définit l’idéal-bord dex parJx := xA + (Rad(A) : xA).
On dit que H-dim(A) � d lorsque pour tout élémentx ∈ A, l’anneauA/Jx est de H-dim inférieure àd −1, avec

H-dim({0}) = −1.

Lemme 1.3.Si H-dim(A) est finie alorsH-dim(A) � K-dim(A). On a l’égalité en particulier siA est un anneau
de Jacobson. Par ailleurs, laH-dim d’un quotient deA est inférieure ou égale à celle deA.

2. Formes multilinéaires alternées et H-dim

Proposition 2.1. Soit un entiern > H-dim(A) et unA-moduleM. On suppose qu’il existe un scalairea ∈ A,
des vecteursv1, . . . , vn ∈ M et des formes linéairesµ1, . . . ,µn ∈ M∗ tels queµj(vi) = aδij pour i � j (δ est le
symbole de Kronecker). Alors pour tout vecteurv ∈ M et toute forme linéaireµ ∈ M∗ vérifiantAµ(v) + aA = A,
on peut construire un vecteurv′ ∈ v +a〈v1, . . . , vn〉 et une forme linéaireµ′ ∈ 〈µ,µ1, . . . ,µn〉 tels queµ′(v′) = 1.

Corollaire 2.2. On considère unA-module M, un entier n > H-dim(A), des vecteursv1, . . . , vn et une
forme n-linéaire alternéeg ∈ Ln

a(M). On posea = g(v1, . . . , vn). Alors pour tout vecteurv ∈ M et toute
forme linéaireµ ∈ M∗ tels queA = Aµ(v) + aA, il existe v′ ∈ v + a〈v1, . . . , vn〉 tel que A = Aµ(v′) +∑

i Ag(v1, . . . , vi−1, v
′, vi+1, . . . , vn). En particulier,v′ est unimodulaire: A = M∗(v′).
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Théorème 2.3.On considère deuxA-modulesN ⊂ M, un entiern > H-dim(A), des formesn-linéaires alternées
f1, . . . , fs ∈ Ln

a(M). Pour tout vecteurw ∈ M et toute forme linéaireτ ∈ M∗ tels queA = Aτ(w) + ∑
i Afi(N

n),
il existew′ ∈ w + N tel queA = Aτ(w′) + ∑

i Afi(w
′,Nn−1).

Corollaire 2.4. On considère deuxA-modulesN ⊂ M, trois entiersh = H-dim(A), t ∈ N, n � h + t et des
formesn-linéaires alternéesg1, . . . , gs ∈ Ln

a(M). Pour toute formet-linéaire alternéeg ∈ Lt
a(M) et t-uplet c =

(c1, . . . , ct ) ∈ Mt tels queA = Ag(c)+∑s
i=1 Agi(N

n) il existec′ ∈ c+Nt tel queA = Ag(c′)+∑s
i=1 Agi(c

′,Nh)

En particulier, il existeg′ ∈ Lt
a(M) tel queg′(c′) = 1.

3. Vecteurs unimodulaires et facteurs directs

Lemme 3.1.SoitM un A-module,g ∈ Lt
a(M) et w1, . . . ,wt ∈ M tels que1 = g(w1, . . . ,wt ). AlorsM = Aw1 ⊕

· · · ⊕ Awt ⊕ M ′ oùM ′ est l’intersection des noyaux des formes linéairesg(w1, . . . ,wi−1,∗,wi+1, . . . ,wt ) pour i
parcourant{1, . . . , t}.

Définition 3.2.Pour toutA-moduleM, on pose LA(M,n) := ∑
f ∈Ln

a(M) f (Mn).

Un A-module projectif de type finiM satisfaitA = LA(M,n) si et seulement si son rang local est part
supérieur ou égal àn.

Corollaire 3.3 (Serre’s Splitting Off Theorem with H-dim). Pour toutA-moduleM vérifiantA = LA(M,h + t)

où h = H-dim(A) et t ∈ N, il existe des vecteursw1, . . . ,wt ∈ M tels queA = ∑
f ∈Lh+t

a (M)
Af (w1, . . . ,wt ,M

h).

En particulier, il existeM ′ ⊂ M tel queM = Aw1 ⊕ · · · ⊕ Awt ⊕ M ′.

Lemme 3.4. On considère deuxA-modulesN ⊂ M, un entiern > H-dim(A), un scalairea ∈ A, desn-uplets
X1, . . . ,Xs ∈ Nn et des formesn-linéaires alternéesf1, . . . , fs ∈ Ln

a(M). Alors pour tout vecteurw unimodulaire
moduloaA et unimodulaire modulo

∑
i Afi(X

i), il existe un vecteurw′ ∈ w + aN unimodulaire.

Corollaire 3.5 (Bass’s Stable Range Theorem with H-dim). SoitM un A-module tel queA = LA(M,H-dim(A)

+ 1). Pour tout vecteurv unimodulaire modulo un scalairea ∈ A, il existev′ ∈ v + aM unimodulaire.

Corollaire 3.6 (Bass’s Cancellation Theorem with H-dim). SoitM un A-module tel queA = LA(M,H-dim(A)

+ 1). Si P et Q sont deuxA-modules(P supposé de plus projectif de type fini) tels queQ × P et M × P sont
isomorphes alorsQ etM sont isomorphes.

4. Systèmes générateurs d’un module de type fini

Lemme 4.1. On considère un entiern � H-dim(A) + t (où t ∈ N), le moduleM = At+n et
la matrice carrée ci-contre oùL ∈ M t,n(A), L′ ∈ Mn,t (A) et Idi désigne la matrice identité
en dimensioni. On note respectivementc1, . . . , ct , v1, . . . , vn ∈ M les colonnes de celle-ci.
Si A = aA + bA alors il existe desc′

i ∈ ci + 〈v1, . . . , vn〉 pour tous lesi ∈ {1, . . . , t} et une
formet-linéaire alternéef ∈ Lt

a(M) tels quef (c′
1, . . . , c

′
t ) = 1.

(
a Idt L

L′ b Idn

)

Proposition 4.2. Soit t + n vecteursd1, . . . , dt ,w1, . . . ,wn d’un A-moduleM où n � H-dim(A) + t . Si on a
A = (〈d1, . . . , dt 〉 : M) + (〈w1, . . . ,wn〉 : M) alors il existe desw′

i ∈ wi + 〈d1, . . . , dt 〉 pour tous lesi ∈ {1, . . . , n}
tels queM soit engendré par lesn vecteursw′

1, . . . ,w
′
n.
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Définition 4.3. Pour deuxA-modulesN ⊂ M de type fini et un entierr ∈ N, on définit les idéaux deA
I(N, r,M) := ∑

d∈Nr (〈d1, . . . , dr 〉 : M) et I (M, r) := I (M, r,M)

Lemme 4.4(voir [6], page 105).

– Pour un idéal premierp fixé dansA, le Ap-moduleMp est engendré part vecteurs si et seulement
I (Mp, t) = Ap, ou encoreI (M, t) 
⊂ p (M est de type fini) : plus précisémentI (Mp, t) = I (M, t)p.

– Par conséquent, unA-moduleM de type fini est localement(en tous les idéaux premiers) engendré part
vecteurs si et seulement siI (M, t) = A.

Corollaire 4.5. Soit deuxA-modulesN ⊂ M de type fini etn vecteursw1, . . . ,wn ∈ M tels queA = I (N, t,M)+
(〈w1, . . . ,wn〉 : M). Si n � H-dim(A) + t , alors il existe desw′

i ∈ wi + N pour tous lesi ∈ {1, . . . , n} tels queM
soit engendré par lesn vecteursw′

1, . . . ,w
′
n.

Corollaire 4.6 (First Forster’s Theorem with H-dim). Un A-module de type fini localement(en tous les idéau
premiers) engendré part vecteurs est engendré globalement parH-dim(A) + t vecteurs.

Renforcement.Posonsr la valeur maximale desµp(M) pourp parcourant Spec(A). On a alors

max
t∈{1,...,r} K-dim

(
A/I (M, t − 1)

) + t = max
p∈Supp(M)

K-dim(A/p) + µp(M)

où maxp∈Supp(M)(K-dim(A/p) + µp(M)) est la borne donnée par Forster dans [4].

Lemme 4.7. SoitM un A-module de type fini etn vecteursv1, . . . , vn ∈ M. SiA = I (M, s) + (〈v1, . . . , vn〉 : M)

etn � maxt∈{1,...,s}(H-dim(A/I (M, t − 1)) + t), alorsM est engendré parn vecteurs.

Corollaire 4.8 (Forster–Swan’s Theorem with H-dim). SiM est unA-module de type fini localement(en tous les
idéaux premiers) engendré parr vecteurs, alorsM est engendré globalement parmaxt∈{1,...,r}(H-dim(A/I (M, t −
1)) + t) vecteurs.

Remerciements

Je remercie C. Quitté, ainsi que H. Lombardi et T.Coquand, pour toute l’aide qu’ils m’ont apportée.

Références

[1] T. Coquand, H. Lombardi, C. Quitté, Generating non-Noetherian modules constructively, prepublication, 2004, http://hlombardi.fr
fr/publis/Prepublis.html.

[2] T. Coquand, H. Lombardi, M.-F. Roy, Une caractérisation élémentairede la dimension de Krull, prepublication, 2003, http://hlombardi.free
fr/publis/Prepublis.html.

[3] D. Eisenbud, E. Evans, Generating modules efficiently: theorems from algebraicK-theory, J. Algebra 27 (1973) 278–305.
[4] O. Forster, Über die Anzahl der Erzeugenden eines Ideals in einem Noetherschen Ring, Math. Z. 84 (1) (1964) 80–87.
[5] R. Heitmann, Generating non-Noetherian modules efficiently, Michigan Math. J. 31 (1984) 167–180.
[6] E. Kunz, Introduction to Commutative Algebra and Algebraic Geometry, Birkhäuser, Boston, 1985.
[7] R.G. Swan, The number of generators of a module, Math. Z. 102 (4) (1967) 318–322.


