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Résumé

Cette Note présente une nouvelle approche (élémentairepida’SSplitting Off Tkeorem, des Bass’s Stable Range and
Cancellation Theorems et du Forster—-Swan’s Theorem. Une nouvelle dimension pour les anneaux commutatifs et les forme:
multilinéaires alternéedonnent un moyen (explicite) d’obtenir des vecteunimodulaires, sartg/pothése noethérienni@our
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Abstract

On the Serre, Bass and Forster—Swan theorem3his Note introduces a new approach to Serre’s Splitting Off Theorem,
Bass’s Stable Range and Cancellation Theorems, and Forster—Swan’s Theorem. A new dimension for commutative rings anc
some multilirear alternating maps give a meaof getting unimodular vectorsithout noetheriannity hypothesigo cite this
article: L. Ducos, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).

0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction, notations et définition de la H-dim
Deux questions initiales, indépendantes a priori, mais liées en réalité (voir [3,5] ou [1] par exemple) :

— Peut-on majorer le cardinal d’un systéme générateur d’'un module de type fini (sur un anneau commutatif) ? Des
réponses positives existent déja : elles font intervenir la dimension de I'anneau de base (ou de ses quotients)
un majorant du nombre de générateurs locaux.

— Dans un module, s'il existe un vectauunimodulaire modulo un scalaite(i.e. il existe une forme linéairg
telle quew (v) inversible modulaz), existe-t-il un vecteur’ unimodulaire (i.e. il existe une forme linéaire
telle queu’(v") inversible) ? Nous montrerons (Corollaire 2.2) gu'il suffit, par exemple, que le scalawi
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dansI'image d’'une forme-linéaire alternée ou est un entier quelconque strictement supérieur a la dimension
de I'anneau. (Ce résultat sera ensuite généralisé dans le Théoréme 2.3 et le Corollaire 2.4.)

On voit bien & ce propos que se donner une dimension adéquate pour les anneaux commutatifs est importan
Aprés la dimension de Krull (que noumtons K-dim) utilisée par Forster dans [4], la dimension j-dim a été
étudiée, notamment par Swan dans [7] ou Eisenbud et Evans dans [3] (en particulie Kddim). Notons que
ces travaux ont été réalisés dans un cadre noethérien.

A son tour, mais sur un terrain non noethérien, Heitmann a proposé dans [5] une nouvelle J-dim (en particulier
J-spectrunD j-spectrum, avec égalité en sitiem noethérienne). Dans ce document, une nouvelle dimension (Dé-
finition 1.2) est utilisée, la H-dim, vérifiant H-dird J- dim. Ainsi toutes les positions possédant une hypothése
du type «pour tout entier supérieur a la dimension de I'anneau » s’en trouvent [égérement améliorées.

De plus, tout comme Heitmann, notre discours nedppel a aucune hypothése noethérienne. Nous nous dif-
férencions cependant de Heitmann (c’est la un pmgortant & nos yeux) par le contenu élémentaire de nos
propositions. Enfin, nous avons pris soin d’écre@s €énoncés le plus explicitement possible...

Notations. A partir de maintenantd est un anneau commutatif, et

— on note+/0 le radical nilpotent ded (intersection des idéaux premiers) et R&yl le radical de Jacobson
(intersection des idéaux maximaux) ;

— on noteM* le dual d'unA-moduleM, etLﬁ (M) le A-module des formek-linéaires alternées d¥ ;

— pour deux sougt-modulesk et J, le transporteur d& dansJ est l'idéal(J : K)={xe€ A|xK C J} =
Ann(K +J / J)

— on note K-dingA) la dimension de Krull de I'anneas;

— dans tout le document, K-dim) et H-dim(A) (voir la Définition 1.2) sont supposeés fini.

Théoréme 1.1(voir [2]). Pour toutx € A, on poseV, =xA + (+/0: x). On a alors
K-dim(A) <d <= VxeA, K-dm(A/N,) <d—1.

Définition 1.2 (voir [1]). Pour un élément € A, on définit Iidéal-bord dex parJ, :=xA + (Rad A) : xA).
On dit que H-diniA) < d lorsque pour tout élémente A, I'anneauA /J, est de H-dim inférieure d — 1, avec
H-dim({0}) = —1.

Lemme 1.3.SiH-dim(A) est finie alorsH-dim(A) < K-dim(A). On a I'égalité en particulier sd est un anneau
de Jacobson. Par ailleurs, [d-dim d’un quotient deA est inférieure ou égale a celle de

2. Formes multilinéaires alternées et H-dim

Proposition 2.1. Soit un entiem > H-dim(A) et un A-moduleM. On suppose qu’il existe un scalaitec A,
des vecteursy, ..., v, € M et des formes linéairegy, ..., u, € M* tels quew ;(v;) = ad;; pouri < j (8 estle
symbole de KroneckgrAlors pour tout vecteur € M et toute forme linéairg. € M* vérifiantAu(v) + aA = A,
on peut construire un vecteuf € v +a(vs, ..., v,) etune forme linéaire.’ € (u, n1, ..., w,) tels quen’ (v') = 1.

Corollaire 2.2. On considére unA-module M, un entiern > H-dim(A), des vecteuras,...,v, et une
forme n-linéaire alternéeg € L (M). On posea = g(v1,...,v,). Alors pour tout vecteuw € M et toute
forme linéaireu € M* tels queA = Au(v) + aA, il existev' € v + a(vy,...,v,) tel que A = Au(v') +
Y iAg(vy, ..., vi—1, V', vit1, ..., vy). En particulier,v” est unimodulaire A = M*(v").
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Théoreme 2.3.0n considére deuX-modulesV C M, un entiern > H-dim(A), des formeg-linéaires alternées
f1,..., fs € LI(M). Pour tout vecteutw € M et toute forme linéaire € M* tels qued = At(w) + ), Afi(N"),
il existew’ € w + N tel queA = At(w') + 3, Afi(w', N*™1).

Corollaire 2.4. On considéere deud-modulesN C M, trois entiersh = H-dim(A), t e N, n > h + ¢ et des
formesn-linéaires alternéegy, ..., g, € L2 (M). Pour toute forme-linéaire alternéeg € L! (M) etz-upletc =
(c1,...,c1) € M telsqued = Ag(c)+ > I_; Agi(N") il existec’ € c+ N’ tel queA = Ag(c)+ > i_; Agi(c’, N")
En particulier, il existeg” € L! (M) tel queg’(¢’) = 1.

3. Vecteurs unimodulaires et facteurs directs

Lemme 3.1.SoitM un A-moduleg € L, (M) etws, ..., w; € M tels quel = g(w1, ..., w;). Alors M = Aw1 @
-+ @ Aw; @ M’ ou M’ est I'intersection des noyaux des formes linéagéss, ..., wi—1, *, wi+1, ..., w;) pouri
parcourant{l,...,t}.

Définition 3.2. Pour toutA-moduleM, on pose LAM , n) := ZfeLg(M) fm.

Un A-module projectif de type fini satisfaitA = LA(M, n) si et seulement si son rang local est partout
supérieur ou égal &

Corollaire 3.3 (Serre’s Splitting Off Theorem with H-dimPour toutA-moduleM vérifiantA = LA(M,h + t)
ouh =H-dim(A) etz € N, il existe des vecteunss, ..., w; € M tels queA = ZfeLZ+f(M) Af(wi, ..., w, M").
En particulier, il existeM’ c M tel queM = Aw1 @ --- @ Aw; @ M.

Lemme 3.4. On considére deud-modulesN C M, un entiern > H-dim(A), un scalairea € A, desn-uplets
X1 ..., X® € N" et des formes-linéaires alternéey, ..., f; € Ly (M). Alors pour tout vecteuw unimodulaire
moduloa A et unimodulaire moduld ; Af; (X"), il existe un vecteun’ € w + aN unimodulaire.

Corollaire 3.5 (Bass’s Stable Range Theorem with H-din§oit M un A-module tel qued = LA (M, H-dim(A)
+ 1). Pour tout vecteur unimodulaire modulo un scalaie € A, il existev’ € v + aM unimodulaire.

Corollaire 3.6 (Bass’s Cancellation Theorem with H-din§oit M un A-module tel qued = LA(M, H-dim(A)
+ 1). Si P et Q sont deuxA-moduleg P supposé de plus projectif de type fitéls queQ x P et M x P sont
isomorphes alorg) et M sont isomorphes.

4. Systémes générateurs d’un module de type fini

Lemme 4.1. On considére un entier > H-dim(A) + ¢ (ouz € N), le moduleM = A'*" et

la matrice carrée ci-contre ol € M, ,(A), L’ € M, ;(A) etld; désigne la matrice identité ald L

en dimensioni. On note respectivement, ..., ¢, v1,..., v, € M les colonnes de celle-ci. < L/l b1d )
SiA=aA+ bA alors il existe des’ € ¢; + (v1,...,v,) pour tous les € {1,...,} et une "
former-linéaire alternéef e L! (M) tels quef(c},....c) =1.

Proposition 4.2. Soitt + n vecteursds, ..., d;, w1, ..., w, d'un A-moduleM ou n > H-dim(A) +¢. Si on a
A=({d1,....d;): M)+ ((wa, ..., w,) : M) alors il existe desv, € w; + (d1, ..., d;) pourtousles € {1,...,n}
tels queM soit engendré par les vecteurswy, ..., w,

n-
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Définition 4.3. Pour deuxA-modulesN c M de type fini et un entier € N, on définit les idéaux dei
I(N,r,M): =3 yenr(dr,....dy) : M) €8 I(M,r) :=1(M,r, M)

Lemme 4.4(voir [6], page 105)

— Pour un idéal premierp fixé dansA, le A,-module M, est engendré par vecteurs si et seulement si
I(My,t) = Ay, ouencord (M, t) ¢ p (M estde type figi: plus précisémemt(My,t) =1(M,t),.

— Par conséquent, ur-moduleM de type fini est localemetfen tous les idéaux premigrengendré par
vecteurs si et seulementKiM, 1) = A.

Corollaire 4.5. SoitdeuxA-modulesV C M de type fini ez vecteursws, ..., w, € M telsqueAd = I(N,t, M) +
({wa, ..., wy) : M). Sin > H-dim(A) + ¢, alors il existe desv; € w; + N pour tous les € {1, ..., n} tels queM

soit engendré par les vecteursw), ..., wy,.

Corollaire 4.6 (First Forster’s Theorem with H-dim)Un A-module de type fini localeme(gn tous les idéaux
premierg engendré par vecteurs est engendré globalement padim(A) + ¢ vecteurs.

RenforcementPosons: la valeur maximale deg,, (M) pourp parcourant Spget). On a alors

max K-dim(A/I(M,t —1))+1= max )K-dim(A/p)+up(M)

tefl,..., r} peSupagM

ou max,esuppm) (K-dim(A/p) + up (M)) est la borne donnée par Forster dans [4].

Lemme 4.7. Soit M un A-module de type fini et vecteursv, ..., v, € M. SIA=1(M, s) + ({(v1, ..., v,) : M)
etn > maxeq,. sy (H-dim(A/I(M,t — 1)) + 1), alors M est engendré pat vecteurs.

Corollaire 4.8 (Forster—Swan’s Theorem with H-din§i M est unA-module de type fini localeme(en tous les
idéaux premiersengendré par vecteurs, alord/ est engendré globalement p@Bax e, ...} (H-dim(A/I (M, t —
1)) + 1) vecteurs.

.....
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