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Résumé

Dans cette Note on étudie la stabilisation d’un système de la thermoélasticité anisotrope linéaire avec condition (naturelle
de Neumann sur une partie du bord, à l’aide de feedbacks non linéaires, l’un interne et/ou l’autre frontière. La d
utilisée consiste à montrer la stabilisation exponentielle du système linéaire en établissant une inégalité intégrale, obtenue pa
la technique de Bey et al. [E.J.D.E. 78 (2001) 1–23] ; la stabilisation du système non linéaire s’en déduit grâce aux résulta
Nicaise [Rendiconti Di Matematica, Ser. VII 23 (2003) 83–116].Pour citer cet article : A. Heminna et al., C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 339 (2004).
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Abstract

Stabilization of a system of anisotropic thermoelasticity by nonlinear feedbacks. In this Note we study the stabilizatio
of an anisotropic thermoelasticity system with (natural) Neumann boundary condition and nonlinear internal and/or boundary
feedbacks. Our method consists of showing the exponential stability of the linear systemby using an integral inequality, obtaine
by the technique of Bey et al. [E.J.D.E. 78 (2001) 1–23]; the stabilisation of the nonlinear system isdeduced owing to the resul
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Abridged English version

Let Ω be a nonempty bounded open subset ofR
n, n � 1, with a boundaryΓ of classC2. For a fixedx0 ∈ R

n

we define the functionm(x) = x − x0; x ∈ R
n and the partition (1) of the boundaryΓ .

In this Note we consider the system of anisotropic thermoelasticity (3), where the coupling parameterα and
β are supposed to be positive, the functiona ∈ C1(Γ2) is nonnegative; the functionsf andg are continuous an
satisfy (4).

The stabilization of different variants of the system (3) has been studied in the literature, notably in [
the isotropic case but withnonnaturalboundary conditions, namely by remplacing in (3) the termσ(u) · ν by
µ∂u

∂n
+ (λ + µ)ν divu. In [7], Liu considered the casef = 0 and thelinear feedback, i.e.,g(x) = x. Recently, Liu

and Zuazua [9] have established, still in the casef = 0, exponential, polynomial or logarithmic decay of the ene
for some nonlinearitiesg. The aim of this work is to generalize these results to the case of an anisotropic sys
the casef �= 0 and to the case of natural boundary conditions. This last case answers to a question posed in
this purpose, in the linear case we establish integral inequalities as in [7] and [2] leading to the exponential de
and in the nonlinear case, we use the theorical results established in [10]. In fact the results from [10] gu
that, if the linear system has an exponential decay, then thenonlinear system is automatically stable, the decay rat
being related to the properties of the nonlinearity. The main idea from [10] is to use Liu’s principle in a a
setting and an appropriate integral inequality.

The stabilization of the isotropic elastodynamic system with natural boundary conditions and a linear feedb
have been treated in [4] without geometrical condition onΓ1, extending former results from [6,1] obtained und
strong geometrical constraints. The case of the anisotropic elastodynamic system with variable coeffici
natural boundary conditions was considered in [2] under thegeometrical conditions (1) and (2) using the multipl
method and expressing some boundary integrals in local coordinates. It would be interesting to see if th
Horn’s method [4] to our system would allow us to eliminate these geometrical conditions.

The main result of our Note is the following theorem:

Theorem 0.1. Let Γ1 and Γ2 be given by(1) and satisfying(2) and (5). Assume that the functionsf �= 0 or
g �= 0 satisfy(4), (6)as well as the inequalities(9)–(11), whered is a positive constant andG a concave function
defined onR+ such thatG(0) = 0. Then there exist positive constantsτ , r1, r2 and a timeT1 > 0 (depending on
τ,E(0), |Γ2|, |Ω |) such that the energy of any solution of(3) defined by(8) satisfies(12), whereΨ is given by
Ψ (t) = ∫ 1

t
1

Φ(s)
ds, with Φ(s) = τR1G

−1( s
r2

).

1. Introduction

SoitΩ un ouvert borné non vide deRn, n � 1, de frontièreΓ de classeC2. On noteν = (ν1, . . . , νn) le vecteur
unitaire normal extérieur àΓ . Pourx0 ∈ R

n fixé, on définit la fonctionm(x) = x − x0 ; x ∈ R
n et une partition de

la frontièreΓ de la manière suivante :

Γ1 = {
x ∈ Γ : m(x) · ν(x) � 0

}
et Γ2 = Γ \ Γ1. (1)

Afin d’éviter des problèmes de régularité des solutions là où les conditions au bord changent, nous suppo

Γ1 ∩ Γ2 = ∅. (2)

Notons que cette hypothèse implique queΩ est soit étoilé (casΓ2 = ∅) ou a un bord multiplement connex
Comme nous imposons des conditions de bord de Dirichletpour la température et des conditions mixtes pou
déplacement (voir le système (3) ci-dessous), le problème de régularité de la solution de notre système se réd
celui du système de l’élastodynamique. Nous renvoyons donc à [3] pour le traitement du casΓ1 ∩ Γ2 �= ∅ (cas des
polygones).
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On considère le système de la thermoélasticité anisotrope :




u′′ − divσ(u) + α∇θ + f (u′) = 0 dansQ := Ω × R
+,

θ ′ − 
θ + β divu′ = 0 dansQ,

θ = 0 surΣ := Γ × R
+,

u = 0 surΣ1 := Γ1 × R
+,

σ (u) · ν + au + g(u′) = 0 surΣ2 := Γ2 × R
+,

u(·,0) = u0, u′(·,0) = u1, θ(·,0) = θ0 dansΩ,

(3)

oùu = u(x, t) = (u1(x, t), . . . , un(x, t)) désigne le vecteur déplacement,θ = θ(x, t) la température etσ le tenseur
des contraintes défini parσij (u) = aijklεkl(u) (on adopte la convention des indices répétés),ε(u) étant le tenseu
des déformations donné parεij (u) = 1

2(∂jui + ∂iuj ), (∂i = ∂
∂xi

) et les coefficients constantsaijkl sont tels que
aijkl = aklij = ajikl et vérifient la condition d’ellipticité :aijklεij εkl � δεij εij (δ > 0), pour tout tenseur symé
triqueεij . Les composantes du champ vectoriel divσ(u) sont données par(divσ(u))i = ∂jσij , i = i, . . . , n. Les
paramètres de couplageα etβ sont supposés strictement positifs. La fonctiona est� 0 et appartient àC1(Γ2) ; les
fonctionsf etg sont continues et satisfont

f (0) = g(0) = 0,
(
f (x) − f (y)

) · (x − y) � 0,
(
g(x) − g(y)

) · (x − y) � 0, ∀x, y ∈ R
n. (4)

La stabilisation de ce système sans feedback a été analysée dans [8] et peut ne pas être garantie pour cer
domaines car l’amortissement produit par l’équation de la chaleur n’est pas suffisant. Dès lors il est naturel d
la stabilisation de ce système en ajoutant des termes additionnels d’amortissement. Ce problème a été étudié p
plusieurs auteurs, notamment dans [7,9] pour le cas isotrope mais avec des conditions au bordnon naturelles,
c’est-à-dire en remplaçant dans (3) le termeσ(u) · ν parµ∂u

∂n
+ (λ + µ)ν divu. Dans [7], Liu a considéré le ca

f = 0 et le feedbacklinéaire, i.e.,g(x) = x. Récemment, Liu et Zuazua [9] ont établi, toujours dans le casf = 0,
une décroissance exponentielle, polynomiale ou logarithmique de l’énergie pour certaines nonlinéarités dg.

Le but de ce travail est de généraliser ces résultats au cas des conditions aux limitesnaturelles, ce qui répond à
une question posée dans [9]. Nous considérons de plus les différents cas suivants : contrôle frontière uniquem
(f = 0), contrôle interne uniquement (g = 0) ou contrôle simultané (f �= 0 etg �= 0). Pour cela, dans le cas linéa
on établit des inégalités intégrales comme dans [7] et [2]qui permettent d’obtenir la décroissance exponentiel
dans le cas non linéaire, on utilise les résultats théoriques établis dans [10]. Les résultats de [10] garan
fait que, si le système linéaire a une décroissance exponentielle, alors le système non linéaire est automa
stable, le taux de décroissance pouvant être exprimé en fonction des propriétés de la nonlinéarité. Rapp
la démarche de [10] utilise le principe de Liu dans un cadre abstrait et une inégalité intégrale appropri
précisément le principe de Liu consiste à estimer l’énergie du système direct (non linéaire) par des terme
au feedback en utilisant le système linéaire rétrograde avec donnée finale égale à la donnée finale du système
Ces termes sont alors estimés en utilisant la stabilité exponentielle du système linéairerétrograde et une inégalit
intégrale appropriée.

La stabilisation du système de l’élastodynamique isotrope avec conditions au bord naturelles et feedback liné
a été traité dans [4] sans condition géométrique surΓ1, en utilisant la méthode des multiplicateurs, des résu
optimaux de trace et la propriété du prolongement unique pour le système statique correspondant. Ces
étendent des résultats antérieurs de [6,1] obtenus sousdes contraintes géométriques fortes. Le cas du sys
de l’élastodynamique anisotrope à coefficients variables avec conditions aubord naturelles a été traité dans [
sous les conditions géométriques (1) et(2) par la méthode des multiplicateursen exprimant les intégrales de bo
en coordonnées locales. Il serait intéressant de voir sil’utilisation de la méthode de Horn [4] à notre systè
permettrait d’éliminer ces conditions géométriques.
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2. Existence et unicité de la solution

On ramène (3) à un problème d’évolution du premier ordre. Dans la suite on suppose que

intΓ1 �= ∅ ou a(x) > 0, ∀x ∈ Γ2, (5)

et qu’il existe des constantes non négativesκ, κ ′ quelconques sin � 2 et égales àκ = n
n−2 et κ ′ = n+2

n−2 si n � 3 et
des constantes positivesCf , Cg telles que :

∣∣f (x)
∣∣ � Cf

[
1+ |x|κ ′]

,
∣∣g(x)

∣∣ � Cg

[
1+ |x|κ], ∀x ∈ R

n. (6)

On définit les espaces de Hilbert suivants :H 1
Γ1

(Ω) = {u ∈ H 1(Ω); u = 0 sur Γ1} et H = (H 1
Γ1

(Ω))n ×
(L2(Ω))n × L2(Ω). On note par〈·, ·〉 la dualité entre(H 1

Γ1
(Ω))n et [(H 1

Γ1
(Ω))n]′ ou entreH 1

0 (Ω) et H−1(Ω),

et par(·, ·) le produit scalaire dansL2(Ω). De plus, on définit les opérateursA : (H 1
Γ1

(Ω))n 
→ [(H 1
Γ1

(Ω))n]′,
A0 :H 1

0 (Ω) 
→ H−1(Ω) etB0 de(H 1
Γ1

(Ω))n dans[(H 1
Γ1

(Ω))n]′ par :

〈Au,v〉 =
∫
Ω

σij (u)εij (v)dx, ∀u,v ∈ (
H 1

Γ1
(Ω)

)n
, 〈A0u,v〉 =

∫
Ω

∇u · ∇v dx, ∀u,v ∈ H 1
0 (Ω),

〈B0u,v〉 =
∫
Γ2

g(u) · v dΓ +
∫
Ω

f (u) · v dx, ∀u,v ∈ (
H 1

Γ1
(Ω)

)n
.

Lemme 2.1. Si les fonctions f et g vérifient(6), alors l’opérateurB0 est bien défini.

Ce lemme est une conséquence des injections de Sobolev et de théorèmes de trace (cf. Lemme 3.1 de
ou [10, §6]).

En posantΦ = (u,u′, θ) etAΦ = (−u′,Au + B0u
′ + α∇θ,A0θ + β div(u′)), le système (3) se réduit à :

Φ ′ +AΦ = 0, Φ(0) = (u0, u1, θ0). (7)

Lemme 2.2. Sous les hypothèses précédentes, l’opérateurA défini ci-dessus et de domaine

D(A) = {
(u, v, θ) ∈ H: v ∈ (

H 1
Γ1

)n
,Au + B0v ∈ (

L2(Ω)
)n

, θ ∈ H 2(Ω) ∩ H 1
0 (Ω)

}
est maximal monotone dansH. De plus,D(A) est dense dansH.

La preuve de ce lemme est similaire à celle du Lemme 3.2 de [9]. Vu la condition géométrique (2), la
classique de régularité pour des opérateurs elliptiques peut s’appliquer. Dès lors, en utilisant des injections d
Sobolev, le domaineD(A) peut être explicitement caractérisé en fonction des propriétés des nonlinéarités (v
exemple [9, Lemme 3.3]).

Grâce à la théorie des semi-groupes nonlinéaires, on obtient le résultat d’existence et d’unicité suivant

Théorème 2.3. SoientΓ1 etΓ2 définis par(1) et satisfaisant(2) et (5). On suppose que les fonctions f et g vérifi
(4) et (6). Alors, pour des conditions initiales(u0, u1, θ0) ∈ H, le système(3) (ou (7)) admet une solution(faible)
unique(u, θ) vérifiant(u,u′, θ) ∈ C([0,∞);H).
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3. Stabilisation du système

L’énergie de la solution du système (3) peut être définie par :

E(t) = 1

2

∫
Ω

{
|u′|2 + σij (u)εij (u) + α

β
|θ |2

}
dx + 1

2

∫
Γ2

a|u|2dΓ. (8)

L’hypothèse (4) implique la décroissance de l’énergie. Sous des hypothèses complémentaires surf et g, nous
allons maintenant préciser différents types de décroissance. Dans la suite nous supposons quef �= 0 ou g �= 0.
Introduisons les paramètresαf etαg définis comme suit :αf = 0 si f = 0 etαf = 1 sinon et de même pourg. La
condition précédente peut s’exprimer par la conditionαf + αg � 1.

Le résultat principal de cette note est le théorème suivant :

Théorème 3.1. SoientΓ1 et Γ2 donnés par(1) et vérifiant(2) et (5). On suppose quef �= 0 ou g �= 0 et satisfont
(4), (6)ainsi que les conditions:

f (x) · x � αf d|x|2, g(x) · x � αg d|x|2, ∀x ∈ R
n, |x| � 1, (9)

αg |x|2 + ∣∣g(x)
∣∣2 � αgG

(
g(x) · x)

, ∀x ∈ R
n, |x| � 1, (10)

αf |x|2 + ∣∣f (x)
∣∣2 � αf G

(
f (x) · x)

, ∀x ∈ R
n, |x| � 1, (11)

où d est une constante positive etG une fonction concave définie surR+ telle queG(0) = 0. Alors, il existe une
constanteτ > 0, des constantesr1, r2 et un tempsT1 > 0 (dépendant deτ,E(0), |Γ2|, |Ω |) tels que l’énergie de
toute solution de(3) vérifie

E(t) � r2G

(
Ψ −1(r1t)

r1τ t

)
, ∀t � T1, (12)

oùΨ est donnée parΨ (t) = ∫ 1
t

1
Φ(s)

ds, avecΦ(s) = τR1G
−1( s

r2
).

Preuve. Suivant la méthodologie développée dans [10], la stabilisation du système nonlinéaire (3) se réduit à
stabilisation exponentielle du système linéaire associé (qui correspond à (3) avecf (u′) = αf u′ et g(u′) = αgu′).
Pour établir la stabilisation exponentielle de ce système, on considère d’abord des solutions fortes(u, θ) de ce
système et on établit des inégalités intégrales. En posantM(u) = 2(m · ∇)u + (n − 1)u, ΣT = Γ × (0, T ), ΣiT =
Γi × (0, T ), i = 1,2, en multipliant l’identitéu′′ − divσ(u) + α∇θ + αf u′ = 0 dansQT := Ω × (0, T ) parM(u)

et en intégrant par parties surQT , on obtient :

2

T∫
0

E(t)dt = −(
u′,M(u)

) ∣∣ |T0 +
∫

Σ2T

(
(m · ν)|u′|2 + a|u|2)dΣ − αf

∫
QT

u′ · M(u)dx dt

− α

∫
QT

∇θ · M(u)dx dt + α

β

∫
QT

θ2 dx dt +
∫

ΣT

[(
σ(u) · ν) · M(u) − m · νσ(u) : ε(u)

]
dΣ.

Dans la suite on désignera parC une constante positive assez grande et parε un nombre positif assez petit, to
deux indépendants deT .

On montre de manière classique que−(u′,M(u))|T0 � CE(0).
L’inégalité de Young permet de montrer que :

∫
Q

(
−αf u′ · M(u) + α

[
∇θ · M(u) + 1

β
θ2

])
dx dt � C

ε

∫
Q

(
αf |u′|2 + α

β
|∇θ |2

)
dx dt + ε

T∫
0

E(t)dt .
T T
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Comme dans [2], en exprimant les intégrales de bord en coordonnées locales on montre que :∫
ΣT

[(
σ(u) · ν) · M(u) − m · νσij (u)εij (u)

]
dΣ � C

[
E(0) +

∫
Σ2T

(|u|2 + αg |u′|2)dΣ

]
.

On établit enfin, comme dans [5] et [11] que
∫
Σ2T

|u|2 dΣ � C
ε
E(0) + ε

∫ T

0 E(t)dt .

En regroupant ces différentes estimations on aboutit à

T∫
0

E(t)dt � CE(0) + C

(
αf

∫
QT

|u′|2 dx dt + αg

∫
Σ2T

|u′|2 dΣ

)
. (13)

Cette estimation reste valable pour les solutions faibles par un argument de densité. Par un argument sta
l’inégalité (13) implique ladécroissance exponentielle de l’énergie de la solution du système linéaire associé à (
On termine en utilisant les résultats théoriques établis au Théorème 5.3 de [10].�
Remarque 1. Si f = 0 etg satisfait (4), (6), (9) ainsi que

g(x) · x � c0|x|p+1,
∣∣g(x)

∣∣ � C0|x|q, ∀|x| � 1,

où c0 > 0,C0 > 0 etq ∈ ]0,1] etp � q . Alors g satisfait (10) avecG(x) = x2/(r+1) et r = p+1
q

− 1. Sip = q = 1,

on trouve une décroissance exponentielle, et sip+1 > 2q , on obtient une décroissance polynomialet−2q/(p+1−2q)

(voir Exemple 5.6 de [10]). Dans ce cas on trouve des décroissances identiques à celles du Théorème
avec ici des conditions au bord de Neumann naturelles.

De même sif = 0 etg satisfait (4), (6), (9) ainsi queg(x) = exp(−1/|x|2r)|x|2rx pour |x| suffisamment peti
et un certainr > 0. Alors on obtient la décroissance logarithmique 1/| logt|1/r (à comparer avec l’Exemple 2.1
de [9]).

Remarque 2. On obtient les mêmes résultats avec des coefficientsaijkl ∈ W2,∞(Ω × R
+) et vérifiant des hypo

thèses appropriées.
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