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Résumé
Dans cette Note on étudie la siiggation d’'un systéme de la thmoélasticité anisotrope lindaiavec condition (naturelle)
de Neumann sur une partie du bord, a l'aide de feedbacks non linéaires, I'un interne et/ou l'autre frontiere. La démarche
utilisée consiste a montrer la bthsation exponentielle du systé@niinéaire en établissant une iraditg intégrale, obtenue par
la technique de Bey et al. [E.J.D.E. 78 (2001) 1-23]; la staliitivadu systéme non linéaire s’en déduit grace aux résultats de
Nicaise [Rendiconti Di Matematica, Ser. VII 23 (2003) 83—-11&jur citer cet article: A. Heminna et al., C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Stabilization of a system of anisotropic thermoelasticity by nonlinear feedbacks. In this Note we study the stabilization
of an anisotropic thermoelasticity stgm with (natural) Neunma boundary corition and nonlinear inteal and/or boundary
feedbacks. Our method consists of showing the exponentidlistabthe linear systenby using an integral inequality, obtained
by the technique of Bey et al. [E.J.D.E. 78 (2001) 1-23]; the staliitis of the nonlinear systemdeduced owing to the results
from Nicaise [Rendiconti Di Matematica, Ser. VII 23 (2003) 83—-1T®)|cite thisarticle: A. Heminnaet al., C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abridged English version

Let £2 be a nonempty bounded open subseRbfn > 1, with a boundaryl™ of classC?2. For a fixedxg € R”
we define the functiom (x) = x — xp; x € R" and the partitionX) of the boundary".

In this Note we consider the system of anisotropic thermoelasticity (3), where the coupling paraireaters
B are supposed to be positive, the functioa C1(I) is nonnegative; the functiong andg are continuous and
satisfy (4).

The stabilization of different variants of the system (3) has been studied in the literature, notably in [7,9] in
the isotropic case but withonnaturalboundary conditions, namely bgmplacing in (3) the terna (1) - v by
Mg—z + (A + wyvdivu. In [7], Liu considered the casg = 0 and thdinear feedback, i.e.g(x) = x. Recently, Liu
and Zuazua [9] have established, still in the cAse 0, exponential, polynomial or logarithmic decay of the energy
for some nonlinearitieg. The aim of this work is to generalize these results to the case of an anisotropic system, to
the casef # 0 and to the case of natural boundary conditions. This last case answers to a question posed in [9]. For
this purpose, in the linear case we establish integrajuaéties as in [7] and [2] leading to the exponential decay
and in the nonlinear case, we use the theorical results established in [10]. In fact the results from [10] guarantee
that, if the linear system has an exponential decay, thendhknear system is automadilly stable, the decay rate
being related to the properties of the nonlinearity. The main idea from [10] is to use Liu’s principle in a abstract
setting and an appropriate integral inequality.

The stabilization of the isotropic elastodynamicteys with natural boundary conditions and a linear feedback
have been treated in [4] without geometrical conditionf@nextending former results from [6,1] obtained under
strong geometrical constraints. The case of the anisotropic elastodynamic system with variable coefficients anc
natural boundary conditions was considered in [2] undegdwnetrical conditions (1) and (2) using the multiplier
method and expressing some boundary integrals in local coordinates. It would be interesting to see if the use of
Horn’s method [4] to our system would allow us to eliminate these geometrical conditions.

The main result of our Note is the following theorem:

Theorem 0.1. Let Iy and I'> be given by(1) and satisfying(2) and (5). Assume that the functions # 0 or
g # 0 satisfy(4), (6) as well as the inequalitie®)—(11) whered is a positive constant an@ a concave function
defined orR; such thatG(0) = 0. Then there exist positive constants, 72 and a timeT1 > 0 (depending on
7, E(0), |[I3], |$2]) such that the energy of any solution (&) defined by8) satisfies(12), where¥ is given by
W(t) = [ i ds, with @ (s) = TRIGL().

1. Introduction

Soit £2 un ouvert borné non vide d&”*, n > 1, de frontiérel” de class&2. On notev = (v1, ..., v,) le vecteur
unitaire normal extérieur &'. Pourxg € R” fixé, on définit la fonctionn(x) = x — xo ; x € R" et une partition de
la frontierel” de la maniére suivante :

Nn={xel:mx)  v(x)<0} et In=I\TI1. (1)
Afin d’éviter des problémes de régularité des solutions la ou les conditions au bord changent, nous supposons qu
nniz=49. (2)

Notons que cette hypothése implique gleest soit étoilé (cag» = ¢J) ou a un bord multiplement connexe.
Comme nous imposons des conditions de bord de Dirigldat la température et des conditions mixtes pour le
déplacement (voir le systéme (3) ci-dessous), le probléerégularité de la solution de notre systéme se réduit a
celui du systéme de I'élastodynamique. Nous renvoyons donc a [3] pour le traitementidutas # ¢ (cas des
polygones).



A. Heminna et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004) 561-566 563

On considére le systeme de la thermoélasticité anisotrope :

' —divo(u)+aVo+ fu')=0 dansQ := 2 x RT,

0'— A0 + gdivu’' =0 dansQ,

=0 sury ;=TI x RT, 3
u=0 surXy =11 x RT, (3)
o) -v+au+gu')=0 surX¥, =I5 x RY,

M(,O)ZMO, M/(,O)ZL{]_, 9(5 0) =90 dansgv

olu=u(x,r)= (ur(x,1),...,u,(x,t)) désigne le vecteur déplacemeht: 6 (x, r) la température et le tenseur
des contraintes défini pat; (u) = a;juew (u) (on adopte la convention des indices répété@)) étant le tenseur
des déformations donné paf (u) = %(ajlzl[ + 0uj), (0; = %) et les coefficients constandg;y; sont tels que
ajju = awij = ajix €t vérifient la condition d’ellipticité ;i e;je1 2> S¢ijeij (6 > 0), pour tout tenseur syme-
triquee;;. Les composantes du champ vectorielaix) sont données padive (u)); = d;oij, i =1i,...,n. Les
paramétres de couplageet 8 sont supposés strictement positifs. La fonctiogst> 0 et appartient &@1(I») ; les
fonctionsf et g sont continues et satisfont

fO=g0)=0, (f(&)—f») - (x—y) >0 (gx)—g(») -(x—y)=>0, Vx,yeR" 4)

La stabilisation de ce systéme sans feedback a étgsgeatians [8] et peut ne pas étre garantie pour certains
domaines car I'amortissement produit par I'équation de la chaleur n’est pas suffisant. Des lors il est naturel d’étudier
la stabilisation de ce systeme en ajoutant des termdautkls d’amortissement.eCprobléme a été étudié par
plusieurs auteurs, netnment dans [7,9] pour le cas isotrope mais avec des conditions aundondaturelles
c’est-a-dire en remplacant dans (3) le ters@) - v parug—g + (A + w)vdivu. Dans [7], Liu a considéré le cas
f =0 etle feedbacknéaire, i.e., g(x) = x. Récemment, Liu et Zuazua [9] ont établi, toujours dans lefcas0,
une décroissance exponentielle, polynomiale ou logarithmique de I'énergie pour certaines nonlinéarités de

Le but de ce travail est de généraliser ces résultats au cas des conditions aunktoitebes ce qui répond a
une question posée dans [9]. Nous considérons de pludffiésedts cas suivants : contrble frontiére uniquement
(f =0), contrble interne uniquement & 0) ou contrble simultanéf{£ 0 etg # 0). Pour cela, dans le cas linéaire
on établit des inégalités intégrales comme dans [7] egf2permettent d’obtenir la décroissance exponentielle et
dans le cas non linéaire, on utilise les résultats théoriques établis dans [10]. Les résultats de [10] garantissent e
fait que, si le systeme linéaire a une décroissance exponentielle, alors le systéme non linéaire est automatiqueme
stable, le taux de décroissance pouvant étre exprimé en fonction des propriétés de la nonlinéarité. Rappelons qt
la démarche de [10] utilise le principe de Liu dans un cadre abstrait et une inégalité intégrale appropriée. Plus
précisément le principe de Liu consiste & estimer I'énergie du systeme direct (non linéaire) par des termes relatifs
au feedback en utilisant le systemedlaire rétrograde avec donnée finale égale a la donnée finale du systeme direct.
Ces termes sont alors estimés en utilisant la stabilité expiatie du systéme linéaingtrograde et une inégalité
intégrale appropriée.

La stabilisation du systéme de I'élastodynamique Ggmravec conditions au bord naturelles et feedback linéaire
a été traité dans [4] sans condition géométriquelguren utilisant la méthode des multiplicateurs, des résultats
optimaux de trace et la propriété du prolongement unique pour le systéme statique correspondant. Ces résulta
étendent des résultats antérieurs de [6,1] obtenus desigontraintes géomeétriques fortes. Le cas du systéme
de I'élastodynamique anisotrope a ffaments variables avec conditions &ord naturelles a été traité dans [2]
sous les conditions géométriques (1jBtpar la méthode des multiplicateus exprimant les intégrales de bord
en coordonnées locales. Il serait intéressant de vdiutisation de la méthode de Horn [4] & notre systéme
permettrait d’éliminer ces conditions géométriques.
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2. Existence et unicitédela solution

On ramene (3) a un probléme d’évolution du premier ordre. Dans la suite on suppose que

intlM #¢ oua(x)>0, Vx € Iy, (5)

et qu'il existe des constantes non négatiwves’ quelconques si < 2 et égales & = - etx’ = % sin>3et
des constantes positivey, C, telles que :

lf@|<Cr[A+1x], |e)] < Ce[1+ 1x€],  Vx eR™. (6)

On définit les espaces de Hilbert suivant$i}, (2) = {u € H*(2); u =0 sur I} et H = (HJ (2))" x
(L2(£2))" x L?(£2). On note paxr-, -) la dualité entre(H}l(Q))" et [(H}l(sz))"]’ ou entreH(£2) et H1(£2),
et par(-,-) le produit scalaire dang?(2). De plus, on définit les opérateurs: (H}l(.Q))" > [(H}l(Q))”]’,
Ao: Hy(2) — H~1(R2) et By de (HF, (2))" dans[(H}, (£2))"] par :

(Au,v):/aij(u)sij(v)dx, Vu,v e (HE ()", (Aou,v):/Vu-Vvdx, Vu,v € H3}(2),

2 2
(Bou,v):/g(u)-vdF+/f(u)-vdx, Vu,ve(H%l(.Q))n.
I 2

Lemme 2.1. Si les fonctions f et g vérifie®), alors I'opérateurBg est bien défini.

Ce lemme est une conséquence des injectionso®l8v et de théorémes de trace (cf. Lemme 3.1 de [9]
ou [10, §6]).
En posantd = (u,u’,0) et AD = (—u’, Au + Bou' +a V0, Agf + Bdiv(u')), le systeme (3) se réduit a :

&' + AP =0, &)= (ug,u1, o). @)

Lemme 2.2. Sous les hypothéses précédentes, I'opératedéfini ci-dessus et de domaine
D(A) ={(u,v.0) e H: ve (HS)", Au+ Bov € (L*(2))". 0 € H*(2) N Hy(£2)}

est maximal monotone dafté De plus,D(A) est dense dariH.

La preuve de ce lemme est similaire a celle du Lemme 3.2 de [9]. Vu la condition géométrique (2), la théorie
classique de régularité pour des opéuaseelliptiques peut s’appliquer. Désrs, en utilisant des injections de
Sobolev, le domain®(A) peut étre explicitement caractérisé en fonction des propriétés des nonlinéarités (voir par
exemple [9, Lemme 3.3]).

Grace a la théorie des semi-groupes nonlinéaires, on obtient le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoreme 2.3. Soientl; et I'; définis par(1) et satisfaisan{2) et (5). On suppose que les fonctions f et g vérifient
(4) et (6). Alors, pour des conditions initiale&o, 11, 6o) € H, le systemég3) (ou (7)) admet une solutio(faible)
unique(u, 0) vérifiant(u, u’, 6) € C([0, c0); H).
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3. Stabilisation du systeme

L'énergie de la solution du systéme (3) peut étre définie par :

E(t) = %/{|u’|2+ai,-(u)g,»j(u)+%|9|2}dx+%/a|u|2dr. (8)
2

I
L'hypothese (4) implique la décroissance de I'énergie. Sous des hypothéses complémentgires gunous
allons maintenant préciser différents types de décroissance. Dans la suite nous suppogogstqae g # 0.
Introduisons les parametraeg eto, définis comme suiter =0 si f =0 ety = 1 sinon et de méme poyr La
condition précédente peuexprimer par la condition y + , > 1.
Le résultat principal de cette note est le théoréme suivant :

Théoréme 3.1. Soiently et I'> donnés parl) et vérifiant(2) et (5). On suppose qug # 0 ou g # 0 et satisfont
(4), (6)ainsi que les conditions

fO)-xZapdix]?, g(x)-x >agdlx]?, VxeR", |x|>1, 9
ozg|x|2+|g(x)|2<agG(g(x)-x), Vx eR", |x| <1, (10)
arlxP+ | fO <arG(fx)-x), VxeR, x| <1, (11)

oud est une constante positive @tune fonction concave définie sBr. telle queG(0) = 0. Alors, il existe une
constanter > 0, des constantes, r» et un temps; > 0 (dépendant de, E(0), |I>|, |$2]) tels que I'énergie de
toute solution d€3) vérifie

w=L(r11)

E@®) < r2G<
ritt

), vis T, (12)

oUW est donnée pa¥ (1) = [ i ds, avecd (s) = TRIGH(2).

Preuve. Suivant la méthodologie développéans [10], la stabilisation du siésme nonlinéaire (3) se réduit a la
stabilisation exponentielle du systéme linéaire associé (qui correspond a () @ee o ru’ et g(u’) = agu’).
Pour établir la stabilisation expomiielle de ce systéme, on considere d’abord des solutions fort@3 de ce
systéme et on établit des inégalités intégrales. En pagamt =2(m - Vu + (n — Du, X7 =T x (0, T), X;i7 =

I; x (0,7),i=1,2, en multipliant I'dentité«” — divo (1) + « V0 +a ru’ =0 dansQr := §2 x (0, T') par M (u)

et en intégrant par parties s@r;, on obtient :

T

Z/E(r)dtz—(u’,M(u))||§+/((m-u)|u/|2+a|u|2)d2—af/u/.M(u)dxdt
0 or or
—a/V9~M(u)dxdt+%/92dxdt+/[(o(u).u).M(u)—m-vo(u):e(u)]dE.
or or Xr

Dans la suite on désignera parune constante positive assez grande etgpan nombre positif assez petit, tout
deux indépendants de.

On montre de maniére classique qué:’, M(u))|g < CE(0).

L'inégalité de Young permet de montrer que :

T

/(—afu’.M(u)Jra[ve.M(u)+%92Ddxdt<%/<af|u’|2+%|ve|2> dxdt—i—e/E(t)dt.
0

or or
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Comme dans [2], en exprimant les intégrales de bord en coordonnées locales on montre que :

/[(U(u).v) .M(u)—m.wl-j(u)eij(u)]dzgc[E(O)Jr / (|u|2+ag|u/|2)d2:|.
Xr Sor

On établit enfin, comme dans [5] et [11] qyie, |u[*dE < SEO) +¢ Jy E@dr.
En regroupant ces différentes estimations on aboutit a
T

/E(z)d;gCE(0)+c(af/|u’|2dxdz+ag / |1/|2d2>. (13)
0 or

2T

Cette estimation reste valable pour les solutions faibles par un argument de densité. Par un argument standard [5
l'inégalité (13) implique ladécroissance exponentielle de I'énergie deolation du systéme linéaire associé a (3).
On termine en utilisant les résultats théoriques établis au Théoréme 5.3 de(f10].

Remarque 1. Si f =0 etg satisfait (4), (6), (9) ainsi que
g(0) - x = colx P, [g(0)] < Colxl?, Vx| <1,

olico>0,Co > 0etg €10, 1] et p > q. Alors g satisfait (10) ave@ (x) = x%/+D ety = ”T“ —-1.Sip=qg=1,

on trouve une décroissance exponentielle, ptsil > 24, on obtient une décroissance polynomial&/(r+1-24)
(voir Exemple 5.6 de [10]). Dans ce cas on trouve des décroissances identiques a celles du Théoréme 2.2 de [¢
avec ici des conditions au bord de Neumann naturelles.
De méme sif =0 etg satisfait (4), (6), (9) ainsi qug(x) = exp(—1/|x|?)|x|?¥ x pour|x| suffisamment petit
et un certain- > 0. Alors on obtient la décroissance logarithmiquéldgs|*/” (& comparer avec 'Exemple 2.11
de [9)).

Remarque 2. On obtient les mémes résultats avec des coefficighise W22°(2 x Rt) et vérifiant des hypo-
théses appropriées.
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